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ллғы сөз

Математикалық физиканың тендеулср пәні ғылыми 
зерттеу және қолданбалі>т математикада көптен 
пайдаланатындықтан негізгі пөн ретіңде университеттерде, 
жоғары техникалық оқу жүйелерінде оқытылады. Үсынылып 
отырған оқулықта математикалық физиканың есептері мен 
жаттығуларын шешудің нсгізгі әдістері: сипаттаушылық,
айнымалыларды ажыратып шешетін - Фурьс, интегралдық 
түрлендіру, Грин функциясын қүру және потендиалды қүрып 
шешу мөселелерін талдап, осы өдістерді иайдаланып 
шешілгсн мысалдар кслтірілген. Келтірілген төсілдермен 
шешілстін есептср мен жаттығулар үсынылған.

Оқулық өзінше ерекшелікте жазылған, кейбір тараулары 
кеңейтілген жөне жаңа әдістермен толықтырылған себебі 
көлемі мен мазмүны жөнінен жоғары оқу орындарындағы 
осы пәнге арналған негізгі лекциялық оқулықтарға сәйкес 
оқу қүралы ретінде пайдалануды мақсат етіп ұсынып 
отырмыз. Оның үстіне арнайы тараумен бірінші ретті дербес 
туындылы сызықтық тендеулер мен тендеулер жүйесі үшін 
есептер кслтірдік, себебі бүл бөлік жай дифференциалдық 
тсидеулер пөнінде көбінше берілмей қалады. Бүл бірінші 
ретті тендеулер, өдетте, табиғи құбылыстарды өрнектейді, 
сондықтан олар қолданбалы математикада жиі қолданылады.

Авторлар осы оқулықты компьютерлік теруде және 
ксткен кейбір қагеліктерді түзеуде үлкен еңбек сіңірген 
кафедра аспиранты А. Г. Бапаховаға шын жүректен алғысын 
айтады.



Іт а р а у . ЖАЛПЫ БӨЛІМ

Негізгі үғымдар. Дербес туындылы дифференциалдық 
тендеулерді кластарға бөлу және канондық түрге келтіру

§1. Негізгі үгымдар мен апықтамалар

1. Негізгі угымдар.
R 11 - Евклид кеңістігі, нүкте х  = ( х ,, х2,.. .хп )  е Q 

шектелген аймақта. Белгісіз функция
и -  и (х )  -  и (х х,х 2,...хп)  сол аймақта дифферендиалданады,
оның туындыларын

ди( х )
Du = u r = - ------ ,

Xj дх.

D 2u = u rrліл j
д2и (х ) D ku -  д ^ и (х )  
dXjdXj ’ ’ dxfxdxk22...dx*»

гүрінде белгілейік.
1-анықтама. Көп аргуменгті белгісіз

и (х )  = и (х {,х 2,...хп)  функция және оның туындыларын
байланыстыратын тендеуді дербес туындылы дифференциалдық 
теңдеу деп атайды, оның жалпы түрі

Ғ (х , и(х), Du,...., D ku,...) = 0, k~l,2,...,m, ('Ll)

мұнда D l!’n (x )  бойынша туындылардың ең болмағанда бірсуі 
нөлге тең емес:

дҒ
т

d (D mu)  /=1
2- анықтама.Диффсренциалдық тендеудегі туындылардың 

ең үлкен реті ш, осы тендеудің реті деп аталады.
3- анықтама. Егер Ғ  = (F l ,F 2,...,FN) - N өлшемді, ал 

м = (щ ,и 2,.-.ит)-т  өлшемді векторлар болса, онда (1.1)- 
дербес туындылы теңдеулер жүйесі деп аталады.
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4-анықтама. Функция и ( х ) е С т(С1) және (1.1) тендеуді 
қанағаттандырса, онда ол функцияны (1.1) теңдеудің 
регулярлык, шешімі деп айтады.

Дифференциалдық тендеудің регулярлық шешімдерімен 
қатар регулярлы емес (срекше нүктелері бар) шешімдері және 
жеткілікті ретті дифференциалданбайтын (жалпылама) 
шешімдері болады.

Мысалы, ерекше нүктелері бар шешімдерге іргелі 
(фундамснталдық) шешімдер жатады.

Қолданбалы математика мен техникада кездесетін 
дифференциалдық тендеулердің шешімдері шексіз көп 
(шешімдер жиыны түрінде). Бірақта нақты шешімдері жоқ 
немеее жалғыз болатын дифференциал тендеулер кездеседі.

Мысалы: мына и 2 + и2у + и 2 = 0  теңдеудің нөлден басқа

шешімі жоқ, ал мына и \ + и 2 +1 = 0 тендеудің нақты шешімі 
жоқ.

2. Дифференциалдық теңдеуді кластарға бөлу

5-анықтама. Егер (1.1) -  теңцеудегі функция Ғ барлық
D ku , 0 < k< m  туындыларға сызықты тәуелді болса, онда 
(1.1) теңцеуді сызықтык, дифференциал теңдеу деп атайды.

Мысалы, екінші ретті дербес туындылы сызықты 
дифференциалдық теңдеу мына түрде

aij( х ) + Y Jbi( х ) + с(х)и(х)  ~ f ( x )  (1.2)
ox fix  j  /=1 C’Xi

жазылады, мүндағы at/(х), bt( х ), с (х ) -коэффициенттері

мен f  ( х )  -бос мүше Q 6 R'1 аймақта анықталған белгілі 
нақты функциялар.

Егер тендеудсгі коэффициенттер түрақты сандар болса, 
онда (1.2) - түра қты коэффициентті сызықты
дифференциалдық теңдеу дсп аталады.

Егерде /  = 0 болса, онда (1.2)-теңцеуді біртектес, ал
/  + 0 болса, біртектес емес деп айтады.
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6- анықтама. Егерде (1.2)-тендеудің а ,,(х )
коэффициенгтері мен бос мүше белгісіз и(х) пен оның 
бірінші реггі туындыларына тәуелді болса, яғни (1.2)-тендеу 
мына түрде

2 ^ а 0(х ,и ,....,их , = Ғ (х ,и ,и х ,...) (1.3)
і.М  dxt8Xj

болса, онда (1.3) теңдеуді квазисызықтық деп атайды.
7- анықтама. Егерде (І.З)-теңдеудің коэффициенттері 

atj  ( х )  болса, онда оны жоғары ретті туындыларына
салыстырғанда сызықты немесе жартылай сызықты деп 
айтады.

Қалған жағдайларда тендеулер сызықсыз дсп аталады. 
Төмендегі тендіктердің қайсысы дифференциалдық 

теңдеу жөнс ретін анықтандар:

!• 2и + — ( их ~ 2иу ) - - —̂ - + Ъи +  7 = 0 .  
дх у дх1

& Э
2- U yy +  U xx - — (и х + иу ) - - — (и х - U  ) +  70 =  0.

ду дх

3. 5 sin2 и - 3 cos2 и + 2cos2u  - 2 ——  -^^— + 5 = 0
1 + tg2«v

д ^
4. uy y + uxx- — (u x +uy )  + - — (u - u x )  + u = 0.

oy ' ox
5. -  2 cos2 +15 sin u \ + cos 2uxx + 3uy -  и = 0

6. — Ctgux + cosec ux - 2  и + 2 -----(и  + и.,) -  5u =0 .
ду дх
д д

7. ( ихх ^их )  ~ 2wxr Т ( иху ~ их ) ~ 2wxv — ^иху + W — 0 .
ду дх
Қайсысы сызықтық (біртектес, біртсктес емес), 

квазисызықты және сызықты емес:

9



8- ~ ( ul  + u 2) - - ^ - ( u x +u ) + -^ -(u 2 + x 2y 2)  = 0. 
dx dy ox
Л Q

9. — (u x + 2yu ) ------- (u +2xux ) + u 2 + uuy = 0 .
dy dx
d . d . .

10. — -  yu )-\------ (_умү -  и )  + и -  4и + s in x  = 0 .
5х

^2. Математикалық физиканың кейбір теңдеулерін 
қорыту және оларга есеп қою

Физика, техника, биология тағы басқа ғылымдардың 
күрделі проблемалары мен табиғаттағы түрліше физико- 
химиялық қүбылыстарды математика әдістерімен зерттеу көп 
жағдайды дербес туындылы дифференциалдық тендеулерді 
шешуте алып келеді.

Олардың ең карапайымдарын келтірейік:
I11. Толқынның тендеуі:

utt = a2Аи + F (x ,y ,z ,t )  ,
мүндағы a - тұрақты толқынның жылдамдығы, 
А и = ихх + иуу + и„ - Лаплас операторы деп аталады.

2°. Жыл\ откізгіштік тендеу і:
щ = a2Аи + F (x ,y ,z , t ) ,

2 kмүндағы a = — - , к - ортаның ішкі жылуөткізгіш
ср

коэффициент!, с - жылу сиымдылығы, р  -тығыздық.
3°. Лаплас тендеуі Аи = 0 , Пуассон тендеуі

А и = f ( x , y , z ) ,
•у

Гельмгольц теңцеуі Аи + % и = f ( x , y , z ) , % -тұрақты. 
Бүлар математикалық физиканың негізгі тсң,цеулсрі. 
Матемагикалық физика әдістерін қолдану үшін 

зерттейтін қүбылысты анықтайтын шамаларды таңцап, сонан 
соң физика-химиялық зандылықтар мен қағидаларды 
пайдаланып, белгісіздер мсн белгілі шамаларды
байланыстыратын тендеулер немссе тендеу жүйесін қүрады.
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Әдетте дифференциалдық тендеулердің шешімдері көп 
болады. Солардың ішінен қажетті жалғыз шешімін тандап алу 
ушін қосымша шарттар (бастапқы, шекара, түйіндес, 
периодты, т.б.) белгілі зандар негізінде қорытылады.

Дербес туындылы дифференциалдық тендеуді алуға 
бірнеше мысалдар келтірейік:

1 .Идеал сүйықтық агысынын, теңдсуі 
Сұйықтың ағысын сипаттайтын негізгі шамалар: 

жылдамдық v = {v}) v2, v3}, оның тығыздығы р ( x , y , z j ) 
жөне сүйықты қозғайтын күштің интенсивтігі / ( x ,y , z , t ) .
Ағынның тендеуін қорыту үшін шекарасы S  көлемі Q 
сүйықтыц бөлігін қарастырайық. £1 -көлемдегі сұйықтың 
массасының бірлік уақытта өзгеру шамасы

О Г ГI
Q =  —  \р (  х,у, z,t)dxdydz =  J

о Q

д р (х,у, z ,t)  
dt

dxdydz.

Сүйық көзінің әсерінен Q көлемдегі сүйықтың массасы 
Q\ = \ f (  x ,y,z,t)dxdydz

п
шамаға артады, ал S —бетінен өтетін сүйық шамасы 

Qi = j'p ( v ,N ) d S  = ^d iv (p v ) dxdydz.
n

Массаның сақталу зандылығы бойынша
Q - Q \~ Q i

болғандықтан

\
др( x ,y ,z ,t)  

dt
dxdydz = ff  (x , у, z ,t )dxdydz - 

n
- Jd iv (p v  ) dxdydz (1.4)
ci

теңцік орынды. Аймақ Q -кез келген екенін ескеріп, (1.4) 
тендіктен мына тендеуді

■—  + div( p v  )  = f (  x ,y ,z ,t)  (1.5)
dt

аламыз. (1.5) сүйықтың ағысының үзіліссіздік теңдеуі деп 
аталады.
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Егер қарастырылған сүйьгқ сығылмайтын болса, онда 
р  = р : -  const. Сондықтан сығылмайтын сұйықтар үшін 
үзіліссіздік тендеу

p 0d iv v  = f ( x , y , z ) .  (1.6)
Потенциалдық агыс үшін v — grad и , мүндағы и — 

жылдамдық потенциалы үшін
p 0div(grad и) = f ( x , у, z )

тендеу орынды. Немесе div(grad и) = Ам болғандықтан 
потенциал и (x ,y ,z )

& u = — f ( x , y , z )  (1.7)
Р

Пуассон тендеуінің шешімі.
Сүйықты қозғайтын күш жоқ болса, онда потенциал 

u (x ,y ,z )  мына
Дм = 0 (1.8)

Лаплас тсндеуін қанағаттандырады.
Тендеулер (1.7) мен (1.8) стационарлық процесті 

өрнсктейді. Сондықтан бастапқы шарттар қойылмайды. Ал 
шекаралық шарттар есептің мағынасына сәйкес алынады.

Мысал ретінде шексіздіктегі жылдамдыгы v(), сүйықты
қозғайтын күші жоқ біртекті сығылмайтын сүйықтың 
шекарасы S қатты денені орай потенциалдық ағысын 
зерттейік. Жоғарыдағы талдау бойынша сығылмайтын 
сұйықтың ағысының потенциалы (1.8) тендеудің мына 
шекаралық шарттарды

uN\s = (u ,N ) \s (1.9)

lim grad и = v0 (1.10)
|/*|—>CO

қанағаттандыратын есепті шешуге алып келеді.

2. Шектің көлденең тербелісінің теңдеуі
Шек деп солқылдақ серпімді жіңішке жіпті айтамыз. 

Солқылдақтығы- июге қарсы күш жоқ, ал серпімділігі керілу 
күші Т (х )  шектің профиліне жанама бойынша бағытталған.
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Шектің колденең қозғалуы аз, яғни ұзындығына қарағанда 
көлденең ауытқуы өте аз тербелісті қарастырайық.

Шск тыныштық қалпында ОХ өсінің бойында керілген, 
оның сызықтық тығыздығы р ( х )  болсын. Сыртқы р (х , t ) 
күштіц әсерінен шек тыныш қалпынан көлденсң ауытқиды. 
Оның t мезетте х нүктесіндегі ауытқуы u (x ,t)  болсын. 
Шектің тербелісінің тендеуін қорыту үшін кез келген Xj мен 
х2 нүктелерінің арасындағы болігіне эсер ететін күштердің 
шамаларын есептейік.

Біріншіден [х,,х2] кесіндігс эсер ететін и өсіне бағыттас 
сыртқы күш

u (x ,t)u x(x ,t )  жоғарғы ретті аз шамалар. Сондықтан тендеуді
қорытқанда жоғарғы ретті аз шамаларды ескермеуге болады, 
яғни бірінші ретті дөлдікпен оларды нөлге тең деп аламыз.

Шсктің t мезеттегі профиле и = u (x ,t)  болғандықтан х, 
мен х2 нүкгелерінің аралығындағы доғаның үзындығы

Хі мен х2 нүктелер аралығындағы шсктің ұзындығы 
өзгермейді, олай болса Гук заңы бойынша керу күші t мен х 
айнымалыларға тәуелсіз, яғни Т = Т0 = const. Керу күшінің 
Хі мен х2 аралығына әсерінің и мен х өстеріндегі 
проекцияларын есептейік.

Егер а ( х )  профиль u = u (x ,t)  нүкте х жүргізілген 
жанаманың х өсімен жасайтын бүрышы болса, онда күштің 
вертикаль бағыттағы проекциясы

Ғ2 = Т0 s in a ( х2) - Т 0 s in a ( х{) =

*і
2 2ИІектің ауытқуы u (x ,t)  аз болса, онда и ( x , t ) ,  ux( x , t ) .

T _ t g a --------- T _ J g a
— Jo_
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= Гп их “х *т п ди т ди
° дхд/і + и 2х

1 0
х2 \/l + Ux 0 дх

х\ х~Х2 .r=.v,

х 2

*1
- (cbcl

ди
дх

d x ,

ал күштің х өсіне түсірілген проекциясы 
Ғ3 -  T0cosa (x2 ) -  Т0 co sa (х]) =

1

V1+
-Тг

1

х 2
° { і Г и

=  0

*1
Демек көлбеу ауытқу болмайды.
Енді инерциялық күшті есептейік. Тығыздығы р ( х ) ,  

үдеуі ии болғандықтан Ныотонның бірінші заңы бойынша хі 
мен х2 нүктелсрдің арасындағы боліктің инерциялық күші

х 2

ғ4=- Jp( x)u„ dx .
х \

Даламбср қағвдасы бойынша күштердің и бағытындағы 
проекцияларының қосындысы нөлге тең болу керск:

-F] + Ғ2 + Ғ4 = 0
немесе

х 2

х \

!0
д2и
дх2

+ p ( x , t ) ~  р (х )
д2и

a7 dx = 0 , (1.11)

мүндағы хі мен х2 кез келген нүктелер екенін ескерсек, онда 
(1.11) тендіктен тербеліс тендеуін

р (  x )u tt = Т0ихх + p (x ,t )  ( 1.12)
аламыз. (1.12) шектің еріксіз тербеліс тендеуі деп аталады.

Егер p (x ,t )  = 0 , р - р ^  болса, онда біртекті шектің 
еркін тербелісінің теңдеуі
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(1.13)
т

utl — а , а —
Ро

алынады.
Қорытылган (1.12) мен (1.13) теңдеулердің жалғыз 

шешімдерін табу үшін бастапқы шарттар
и(х,0) = (р(х) , и ,(а ,О)  = у/(х ) , 0 < х <1

шекаралары х = 0 мен х = I нүктелерде орындалатын 
шекаралық шарттар бсріледі.

Шекаралық шарггар түрліше болуы мүмкін. Ең 
қаранайымдары:

а) Егер шектід шекара нүктелері х  = 0 мен х = / қатты 
бекітілсе, онда

и( х’М.у=о = 0 * и( х ’ 0 \х=/ = о ;
б) Егер шектің шекара нүктелері белгілі зандылықпсн 
қозғалатын болса, онда

u(x , t ) |х=0 = M (t ) ,  u(x,t)\x=l= v ( t )\

в) Егер шектің шекара нүктелеріне сэйкес F ( t)  пен 
Ф(7) күштер эсер етсе, онда Гук заңы бойынша

ди
Т

дх х=0
= F ( t ) ,  г  —  

дх
Ф(0;

Х=1

г) Егер шектің шекаралары серпімді бекітілсе, яши 
серпімділік күш — ки тең болса, онда Гук заңы 
бойынша

немесе

_  ди ди
- Т  — = -ku  . Т  — =

дх х=0 дх Х~1

( ди \ f ди \
------һи = 0, + һи

\дх У х=0 кдх У
О

Х=1

шарттар орындалады.
3. Қатты денелердегі жылудьщ таралу тендеуі 
Егер қатты денелердің боліктері түрліше дәрежеде 

қыздырылса, онда денеде жылу қозғалысы болады. Дененің 
М(х,у,г)нуктес\н)іс t мезеттегі температурасы u ( x ,y ,z , t ) ,
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тығыздығы p ( x ,y , z ) ,  жылу сиымдылығы c (x ,y ,z )  жөне 
ішкі жылу өткізгіштігі k ( x ,y ,z )  болсын. Жылудың таралу 
құбылысының тендсуін алу үшін Фурье заңын пайдаланамыз. 
Фурье заңы бойынша жылудың N бағытымен өтетін ағыны

q = - к  gradNu , немесе q = ^

тендікпен анықталады.
Денснің S  бетімен шектелген Q бөлігін қарастырайық. 

Ал f ( x , y ,  z , t )  ішкі жылу көзінің тығыздығы болсын. Онда 
/, мсн 1г уақыт аралығында Q аймақта жылу молшері

<7
Qi = fd t  fjjf(х, у, z , t )d v  

11 ^
інамаға артады.

Ал S  беті арқылы отетін жылудың мөлшері Фурье заңы 
бойынша

Q2 = ] d t ^ k ( x ,y , z )  
>\ s

ди
ds ,

мүндағы N  -вектор S  бетіне түрғызылған сыртқы нормал. 
Енді Q бөлігінің температурасы
A и = и(х, y , z , t 2 ) ~ и( х ’y>z,t\)  шамаға өсуі үшін қажетті 
жылу мөлшері

Q3 = \ \ \ c p b u d v =  )  d t \ \ \ c p ~ d v
о. ti a

болады.
Ал энергияның сақталу заңы бойынша

Q\ + Q2 ~ Qi ■
Сондықтан

\ d t \ \ \ cP ~ ^-d v = \ d t \ \ k ^ d dS + \ d t \ \ \ f ( x >y>z d ) d v ,  (1.14) 
ң a dt ti s dN ң a 

Остроградский формулалары бойынша
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\\k% ds=\\\div((kvu)dvs q
болғандықтан (1.14) тендіктен

MW ди
d v  = О (1-15)cP~z—  div(kVu) -  f  

„  П u dt 
орнегін аламыз.

Дененің Q  аймағы және t} мен t2 уақыттар кез келген 
болғандықтан (1.15) өрнектен 

ди
ср  —  = div(JcVu) + f ( x , y , z , t )  (1-16)

dt
тсндеуін аламыз. Оны жылу өткізгіштік теңдеуі деп атайды.

Жылуөткізгіштік тендеу (1.16 ) жалғыз шешімін табу үшін 
қойылатын қосымша шарттар.

Егерде аймақ Q = R шексіз болса, онда негізінде, тек 
бастапқы шарт

u (x ,y ,z ,0 )  = f ( x , y , z )  (1.17)
беріледі. Оған коса белгісіз функцияның физикалық мәні мен 
шешу әдістсріне сәйкес

х + у  + z  —>• оо, u (x ,y ,z , t )  —> 0 шектелген немесе
есуіне шектеулер т.б. шарттар қойылуы мүмкін.

Анықтама. Тендеу (1.16) мен алғашқы шарт (1.17) 
қанағаттандыратын шешімін табу есебін - Коши есебі деп 
айтады.

Егер шектелген аймақтың шекарасы S  болса, онда (1.17) 
бастапқы шартпен қатар 5  бетте түрліше шекаралық 
шарттар беріледі. Олардың ең қарапайымдарын келтірейік:

1) Дененің S  бетіндегі температура белгілі болса,онда
u (x ,y ,z ,l) \s =<p(x0,y ° ,z ° , t ) ,  ( x ° , y ° , z ° ) e S  ; (1.18)

2) S  бетіне өтетін жылу ағынының шамасы белгілі 
болса, онда Фурье заңы бойынша

q -  - к ^ -  , бүдан 
d N s
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(1.19)
ди
S7V

= ~ \  q (x 0, y 0, z 0)  = i//(x0, y 0,z ° , t ) ;  
к

3) Дене температурасы u0( x ,y ,z , t )  сыртқы ортамен 
жылу алмасса, онда Ньютон заңы бойынша q = Н ( и - и0 j ,

ди
ал Фурье

, ди
q = - k ---- -

8N s
( ди \
------ь Ии

ydN 2

зацымен q ~ - k
8N

болғандықтан

= Н ( и -  и{) )\ s өрнегін аламыз. Осыдан шекарада

= Z ( x 0, y ° , z ° , t ) ,  һ = х  = ~ и 0 (1.20)
к к

шарты орынды;
4) Егер дененің беті, жылу сиымдылығы С, жұқа 

қабатпен қоршалған болса, онда S  шекарада

С,
ди
ді

= к
ди
8N

- Н ( и - щ )  I ( 1.21)

тендігі орындалады;
5) Егер дене Q түрліше екі бөліктерден құралған, ал 

бөліктердің түйісу беттері L болса, онда L бетте мынадай 
қосымша шарттар орындалады

( 1.22)1 1 , и, , = u2 , ,  k ,-----
L 2|L 1 BN

дщ
немесе -  к , -----

2 8N
= Н (щ

L
-  u2 )  ’

А
ди2
8N

= Н (и { -  иг ) . (1.23)

Соңғы (1.22) мен (1.23) тендіктер түйіндес шарттар деп 
аталады.

(1.18), (1.19), (1.20) шарттар сәйкес түрде бірінші, екінші, 
уіиіиіиі шекаралық шарттар деп аталады.
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Анықтама. (1.16) теңдеуден, бастапқы шарт (1.17) жөне 
шекаралық шарттарды (1.18), (1.19), (1.20)
қанағаттандыратын шешімін табу есептерін сәйкес түрде: 
бірінші (Дирихле), екінші (Нейман), үшінші (Робэн) 
шекаралық есептері деп аталады.

„  дС
Егерде заттың ағыны туралы q = - D ----Нернст заңын

3 N
иайдалансақ, онда ерітінді мен газдағы заттың 
концентрациясын анықтайтын диффузия тендеуі (1.16) 
түрінде жазылады, мүндағы D -диффузия коэффициент!, С - 
ерітіндінің концентрациясы.

Mine, осылай талдау арқылы төмендегі физикалық 
есептердің тендеулерін қорытып және Коши есебі мен 
шекаралық есептерді қойыңдар.

1° Толқын тендеуіне қойылатын есептер
11. Xj (0  <Xj < 1),і = \,2,...п нүктелерде бскітілген от,
массалары бар шектің көлденең тербелісінің теңдеуін 
қорытындар.
12.  Кедергі күші ауытқуға пропорционал ортадағы 
ұзындығы I шектің көлденең тербелісінің теңдеуін 
қорытыңдар.
13. Үзындығы / ,  бір жағы ашық цилиндр идеал газбен 
толтырылған. Цилиндр өз осі бағытында тұрақты V 
жылдамдықпен қозғалып, t -  0 мезетте тоқталады. 
Цилиндр ішіндегі газдың жабық шетінен х  қашықтықта 
ауытқуын анықтайтын есепті қойындар.
14. Кедергі күші ауытқудыц жылдамдығына 
пропорционал ортадағы үзындығы / , шеткі нүктелері 
бекілген, шектің аз көлденең тербелісін анықтайтын 
есепті қойындар.
15. Шексіз біртекті шектің х -  0 нүктесінде шоғырланған 
от0 масса бекітілген. Шектің бастапқы бірқалыпты
жағдайдан ауытқуын анықтайтын есепті қойындар, 
егерде:
a) t = 0 мезеттен бастап массаға Ғ0 sin cot күш эсер етсе;
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6) t = 0 мезетте массаға көлденең бағытта импулсі Р0 
берілсе.
16. Идеалданған газбен толтырылған жартылай шексіз 
цилиндр құбырдың бір шетінде еркін қозғалатын 
М  массалы поршен бар. Бастапқы t = О мезетте 
поршенге V0 жылдамдық беріледі. Толқынның газда 
таралуын анықтайтын есепті қойындар.
17. Үзындығы / шектің х = с нүктеде массасы mQ шарик
бар. Шектің бастапқы ауытқуы мен жылдамдығы белгілі. 
Шектің көлденең тербелісін анықтайтын шекаралық 
есепті қойындар, егердс:
а) Шекара нүктелері бекітілген;
б) Шеткі нүктелері бос;
в) Шеткі нүктелеріне t = 0 мезеттен бастап Ғх ( t )  мен 

F2( t ) күштер эсер етеді;
г) Шеткі нүктелердің біреуі бос, ал екіншісі серпімді 
бекітілген;
д) Бір шеткі нүкте белгілі зандылықпен қозғалады, ал 
екіншісіне Ғ ( t )  күші эсер етеді.
18. Біртекті, көлденең қимасының ауданы S(x)  серпімді 
стерженнің бойлық тербелісінің тендеуін құрындар.
19. Біртекті, үзындығы / серпімді стерженнің бір шеті 
бекітілген, екінші шетіне ауытқу жылдамдығына 
пропорционал кедергі күш эсер етеді. Серпімді 
стерженнің бойлық аз тербелісін анықтайтын есепті 
қойыңдар.
20. ¥зындығы / ,  біртекті көлденең қимасының ауданы 
S (x)  серпімді стерженнің бойлық тербелісін 
анықтайтын есепті қойындар, егерде:
а) стержен табандарының радиустары гмен R болған 
қиық конус түрінде, бір шеті бекітілген, ал екіншісіне
бойлық F ( t) күші эсер етеді;
б) стержен табан қабырғалары а жөне в дұрыс қиық 
төртбүрышты пирамида түрінде, бір шеті серпімді
бекітілген, ал екіншісіне бойлық F ( t)  күші эсер етсе.
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21. Кедсргі күші ауытқу жылдамдығына пропорционал 
ортада біртекті мембрананың сыртқы колденең күштің 
өсерінен тербеліс теңцеуін қүрыңдар.
22.  Бастапқы ауытқуы мен жылдамдығы белгілі, біртекті 
торт бүрышты (0 < х < I, 0 < у  < q) мембрананың еркін 
тербелісін анықтайтын есепті қойындар, егерде:
а) Барлық шекарасы бекітілген болса;
б) Барлық шекарасы бос болса;
в) Шекарасы х = 0, у  = 0 бос, ал шекаралары 
х = р , у  = q белгілі заңдылықпен қозғалса;
г) Шекаралары у  = 0, у  — q бос, шекарасы х  = 0 
серпімді бекітілген, ал х  = р  шекарасыыа көлденең 
Ф( у, t )  күш эсер етсе;
д) шекаралары х  = 0, у  -  0 бекітілген, ал х = р, у  = q
шекараларына көлденең Ф , (у, () жэне
Ф 2 ( V, t) күштср эсер етсе.
23. €)ткізгіштегі электрлік тербеліс тендеулерін құрыңдар.
24-Үзындығы / өткізгіштің бастапқы I = 0 мезетте ток 
пен кернеуіне сәйкес түрде <р(х) және ys(x).
Өткізгіштегі t > 0 уақыттағы электрлік тербелісті (ток 
пен кернеуді) анықтайтын есепті қойыңдар, егерде:
а) Бір шеті х = 0 жерге қосылған, х = I шетіне электр 
қозғаушы күш E(t) эсер етсе;
б) Шеткі х = 0 жэне х  - 1 нүктелерде сәйкес түрде 
шоғырланған сиымдылық С0 пен Сх арқылы жерге 
қосылса;
в) Шеткі х = 0 нүктеге э.қ.к. E(t) эсер етіп, ал х — I 
нүктеде өзіндік индукция L0 арқылы жерге қосылса.
г) Шеткі х = 0 нүкте өзіндік индукция L0 арқылы жерге 
қосылып, ал х = I нүктеде кедергі R() э.қ.к Е (I)  эсер 
етсе.
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25. Үзындығы / потенциалы V0 кабелдің бір шеті
изоляцияланған, ал шоғырланған сиымдылығы бар 
екінші шеті жерге қосылған. Өткізгіштегі токты 
анықтайтын есепті қою керек.

2° Жылу өткізгіштік теңдеуге қойылатын есептер

26. Сұйықтар мен газдардағы диффузия тендеуін 
қорытындар.
27. Бастапқы температурасы /  (х ) , ұзындығы /
стсрженнің бір шеті х = 0 нүктеде тұрақты Т0 
темпсратурада болады, ал бүйір беті мен екінші шеті 
х ~ I нүктеде температурасы и0 ортамен Ньютон заңы 
бойынша жылу алмаеады. Стерженнің температурасын 
t > 0 мөндерінде анықтайтын есепті қойындар.
28. Шексіз жіңішке біртекті стержен бойымен оң бағытта 
t -  0 мезеттен бастап минутьша q - мөлшері жылу
нүктесі v0 жылдамдықпен қозғалады. Стержсннің
бастапқы температурасы белгілі, жылудың таралуын 
анықтайтын есепті қойындар.
29. Бастапқы температурасы белгілі, радиусы R жіңішке, 
біртекті сақинаның бүйір беті температурасы и0 ортамен
жылу алмасады. Сақинаның температурасын анықтайтын 
есепті қойындар.
30. Тік цилиндрлік ыдыстағы ерітінді концентрациясы тек 
биіктік пен уақытқа тәуелді жоне зат боліктерінің 
ауырлық салмағының әсерінен тұрақты жылдамдықпен 
түнитынын ескеріп, ерітіндінің концснграциясын 
анықтайтын есепті қойындар, егерде ыдыстың түбінде 
өткізбейтіндік шарты берілсе.
31. Шексіз жіңішке стсржен жуандықтары бірдсй әртүрлі 
екі бөліктен түрады. Әрбір бөлігінің бастапқы 
температуралары белгілі, бүйір беті изоляцияланған. 
Шексіз стерженнің бойында / > 0 уақыттарда жылудың 
таралуын анықтайтын есепті қою керек.
32. Бүйір беті изоцияланған, шектелген стержен 
жуандықтары бірдей, қүрамы өртүрлі екі бөліктен
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тұрады. Бөліктердің бастапқы және бір шетінің 
температуралары белгілі, ал екінші шетінің 
температурасы и0 ортамен жылу алмасады. Стерженде 
жылудың таралуын анықтайтын есепті қойындар.
33. Үзындығы / түтіктің бір бөлігінде (0 < х  < һ)
концентрацияеы с0 ерітілген суйық, ал екінші бөлігінде 
(һ < х  < /) еріткіш бар. Түтіктің табандары бекітілген. 
Ортадағы кедергі алынған соң, сұйықтың 
концентрациясын анықтайтын есепті қойыңдар.
34. Біртекті, радиусы R шардың бастапқы температурасы 
Т0. Шарда жылудың таралуын анықтайтын есептерді 
қойыңдар, егерде
а) Шардың беті изоляцияланған, шардың ішінде 
химиялық реакция негізінде температураға пропорционал 
молшерде жылу жойылатын болса;
б) Шардың ішінде қуаты тұрақты Q жылу көзі болса, ал 
шардың беті температурасы нөлге тең ортамен жылу 
алмасса.
35. Радиусы R - шексіз цилиндрдің бастапкы 
температурасы f ( r ) ,  ал бүйір бетінің температурасы
түрақты Т0. Цилиндрдің ішінде жылудың таралуын 
анықтайтын есепті қойығщар.
36. Концентралық радиустары R және 2R сфералармен 
қоршалған қатты дененің бастапқы температурасы 
f ( r ,0 , tp ) ішкі бетінен денеге жылу өтпейді, ал сыртқы 
бетінің температурасы Q (r,0 ,tp ,t) ортада суылады.
Денедс жылудың таралуын анықтайтын есепті қойындар.
37. Жүқа біртекті төртбүрышты пластинаның бастапқы 
0 < х < 1 ,0 < у < һ  температурасы f ( x , y ) .  Жылудьгң 
таралуын анықтайтын есепті қойындар, егерде
а) Бүйір қабырғалары х -  0 мен х ~ 1  температурасы 
түрақты Т0, ал табандары у  = 0 пен у  = р  жылу 
өтпейтіндей изоляцияланса;
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б) Қабырғалары х  = 0 мен у  = 0 температурасы и0 
ортамен жылу алмасады, ал х  = р  мен у  = Һ 
қабырғаларына сөйкес с/, мен q2 жылу ағындары 
берілсе;
в) Қабырғалары х  = 0 мен х  = / жылу өтпейтіндей 
изоляцияланған, у  = О арқылы өтетін жылу ағыны <7 , ал

_у = һ қабырғасы температурасы и0 ортамен жылу 
алмасса.

3° Лаплас жэне Пуассон_теңдеулеріне қойылатын
шекаралық есептер

38. Шекарасы тұйық қисық сызыққа S  керілген жазық 
біртекті мембранаға көлденең тығызды f  (х , у )  куш эсер 
етеді. Мембрананың тербелісін анықтайтын есепті 
қойындар, егерде
а) мембрана шекарасы бекітілсе;
б) мембрана шекарасы бос болса;
в) мембрана шекарасы серпімді бекітілсе;
г) мембрана шекарасына көлденең Ғ ( х ,у )  күш эсер 
етсе;
д) мембрана шекарасы белгілі зандылықпен қозғалса.
39. Биіктігі /гтабанының радиусы R дөңгелек цилиндр 
дененің табандарының температурасы (р()( х ,у )  жөне

<Р\(Х<У) болсын. Цилиндрдің ішінде жылудъщ таралуын 
анықтайтын есептерді қойыңдар, егерде:
а) Бүйір бетіндегі жылу ағыны q (z )  белгілі болса;
б) Бүйір бетінің температурасы Т0 = const болса;

в) Бүйір бетінің температурасы и0 ортамен жылу 
алмасса.
40. Радиусы R жарты шардың табанының температурасы 
нолге тең, ал сфералық беттің температурасы f  (ср,Ө)  
белгілі болса, онда жарты шардың ішкі нүктелерінің 
тсмпературасын анықтайтын есепті қойьщдар.
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41. Биіктігі һ табанының радиусы R цилиндрдің ішінде
тұрақты О газ көзі бар жөне газдың бөлінуі
концентрациясы и пропорционал орнықты емес газдың 
концснтрациясын табатын шскаралық есепті қою керек, 
егерде
а) цилиндр табандарында z  -  О мен z - h  газ 
концентрациясы нөлге тең болып, ал бүйір бетінсн газ 
өтпейтін болса;
б) табандары z = 0 ,z  = Һ концентрациясы нөлге тең
ортамен диффузиялық алмасады, бүйір бетінің
концентрациясы тұрақты с0 болса.
42. Төртбұрышты (0 <х < l] t0 < у  <12)  жүқа тіліктің екі 
қарама-қарсы қабырғаларының потенциалдары Vt мен 
V2. Төртбұрышта электростатикалық өріс 
потенциалының таралуын анықтайтын есепті қойындар, 
егерде
а) Қалған екі қабырғасы жерге қосылса;
б) Қалган екі қабырғасы изоляцияланса;
в) Бір қабырғасына э.қ.к. Е  беріліп, екіншісі 
изоляцияланса.
43. Биіктігі һ , табанының радиусы R цилиндрдің бүйір 
бетінің потенциалы V0, екі табаны жерге қосылған.
Цилиндр ішінде электростатикалық өріс потенциалының 
таралуын анықтайтын есепті қойындар.
44. Радиусы R цилиндрдің бетінде токтың күші J , 
цилиндрдің ішіндс және сыртында магниттік өріс 
потенциалдарьш анықтайтын есепті қою керек.



§3. Дербес туындылы 2-ретті дифферепциалдыц теңдеу 
мен теңдеу ясуйесіп кластарга бөлу

Екінші ретті дербес туындылы дифферснциаддық 
тендеудің жалпы түрі

Ғ (  x,u,...uxr ..,..:uXjXj,...) = 0 (1.24)

өрнекпен жазьшады. Ғ  функцияның Р{] = ихх бойынша 

туындыларын

деп белгілеп, мына сипаттаушы квадраттық форма

е < ч л , - л ; =  Ё - w ,  <ь25>
'.7=1

құрайық. Егсрде (1.24) жоғары ретті туындылары бойынша 
сызықты тендеу болса, япш

ғ  = Z  ац(x )uxiXj + ғ \(Х,и,...их.,...) = 0 , (1.26)
'.7=1

онда сипаттаушы квадраттық форма (1.25) мына түрде

Q(X,,X2, : . .X „ ) ^ f JaIJ(x)X,Xj (1.27)
'.7=1

жазылады.
Белгілі өрбір түрақты х = х° нүктсде квадраттық форма 

(1.27) ерекше емес аффиндік түрлендірумсн

Q = % ,M ?  (1-28)
( = 1

канондық формата келтіруге болады.
Анықтама. Егерде V x e Q  нүктеде (1.28) канондық 

форманың коэффициенттері мына шарттарды 
қанагаттандырса:

а) ql ^  0 және барлығы бір таңбалы;
б) qt Ф 0 және біреуі немесе бірнешеуі оң, қалғандары 
теріс;
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c)q r  біреуі немесе бірнешеуі нөлге тең, қалғандары бір
таңбалы, онда Q аймағында (1.26) теңдеуді сәйкес 
эллиптикалық, гиперболалық және параболалық типке 
жатады дейді. (1.24) сызықты емес дифференциалдық 
квадраттық форманы (1.25) пайдаланып осылай типтерге 
бөлуге болады. Бірақ квадраттық форма (1.25) 
коэффициенттері Ау тсңдеудің шешімдеріне тоуелді
болғандықтан (1.24) теңдеудің типтерін шсшімдсрінс 
байланысты анықтайды.
Егерде Ғ  = (Ғ х,Ғ 2,...,Ғт ) -вектор, ал белгісіз

и = (u l ,u 2,...,um)  —вектор болса, онда бірінші ретті 
дифференциалдық тендеулер жүйесінің жалпы түрі

V uM) = Qi i = \,2,...m (1.29)

мүнда V =

Vu У и 2

CD CD д }
дхх ’ дх2 fan;

-Гамильтон операторы.

дик
Ff функциялардың -------аргументтері бойынша

дх ■

туындыларын А/к белгілеп, мына сипатгаушы полиформа
аламыз:

7=1

дҒ,
дР,kj

п
Xj = d e tY \A Jjk Xj (1.30)

7=1J 1 nJ

Екі белғісіз екі теңдеу үшін (1.30) квадратгық форма,
дҒ] дҒх

оны

Q(A1,X2,...A„) = d e t ^ t
7=1

(1.31)

& 1J dP2J
түрінде жазуға болады.

Егерде (1.29) туындылары бойынша сызықты жүйе болса 
(п=2)
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Fi = Ё a i j U X j  + Ё b v v X j  + fi( x ,  и, v ) , і = 1,2 
./=1 7=1

онда (1.31) сипаттаушы форма

Q = det а \\ ьп NХү + а\2 Ь\2 "Ь ••• ■+■Ч „  Ь\п N
уа2\ Ь2\; кй22 Ь22; ка2п Ь2пj

_ аи А  + а і2^2 + --м іпЛ„ Ъп Лх + Ь12Л2 + ....Ь1пАп 
а2]Л} + а 22Л2 + ...а2пЛп Ь21Л{ +Ь22Л2 + ...,һ2пЛп 

Мысал. Мына тендеулер жүйесінің
I и х -  иу + v4 + и -  v = О,

12 ux + 3vx • vy + 2v = 0
сипаттаушы формасы

Q( Л\ ,Л2)- Л\ ~ Л2
2 Лх

Л,
3 Л, — Лг

— Л2 — 4Я, Л2 + Л2 .

Жоғарыдағы тендеулер мен жүйелерді кластарға 
ажыратудың әртүрлі әдістеріне мысалдар келтірейік.

1-мысал. (Үш аргументті функция үшін 2-ретті сызықгық 
дифференциалдық тендеуге). Мына берілген

тендеудің квадраттық формасын мынадай екі төсілмен 
типін анықтаймыз: 
а)
Q = Л2 + 2ЛХЛ2 + 2Я2 ~ 2Я2А3 = Л2 + 2 ЛХЛ2 + Я2 — 2Л2Л2 + Л2 — Л2

~ (Л Х +Л2) 2 + (Л2 - Л 3) 2 - Л І  = [л2 + ц\ -  ц\, 
демек тендеу гиперболалық, себебі а, = а2 = 1 ,а 2 = - 1, ал 

/лх — Лх + Я2, ц 2 — Л2 — Л2, = Л3;
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b) d e t(Q -X E ) = 0,мұнда Q =

1 1 О 
1 2 -1 

0 - 1 0

яғни det( Q -  XE)  =

1 -A  1 0 

1 2 -A  -1  
О -1  -A

= А3 -З А 2 +1 = 0 ,

бұл үш дәрежелі тендеудің екі түбірі оң, ал үшіншісі — теріс, 
демек тендеу гиперболалық.

2-мысал. Мына — 2 + 2их — 2(х  + у )  = 0
1 2

тендеуді и (х ,у )  = —(х  + у )  шешімі жиегінде сараптайық.

Тендеудің квадраттық формасы
Q (Лх, А2 )  = 2иххЛ\ — 4w A] А2 + 2UyyA,2

и=~( х+у)2

UXX Uxy иуу 1

= 2А2 -  4А,А2 + 2А2 = 2 (A, - A J 2 = //, + 0/^22,

мүнда = 42  ( A, -  А2 , / /2 = А2, а{ = 1, а 2 = 0 , демек
тендеу параболалық.

3-мысал. (1-ретті тендеулер жүйесі). Мына 1-ретті дербес 
туыңцылы сызықты тендеулер жүйесінің

[2их + v xy + 7иу - 2 и  = 0,

3их + 3vx + Зіы^ + v y -  еу sinx  = 0
типін анықтайық . Екі тәсіл қодцанайық.

1) Тендеулер жүйесін нормалдық түрге келтіреміз: ол 
үшін 1-тендеуді “-3“-ке көбейтіп екі тендеуді қосып, 
нәтижеден их туындыны анықтаймыз; одан кейін 1-теңдеуді 
“+3“-ке, ал 2-тендеуді “-2“-ге көбейтіп қосамыз; қосындыдан 
vx туындыны анықгаймыз; нәтижеде берілген тендеулер 
жүйесін нормалдық түрге келтіреміз:
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10 1 .  1 y  .ur = —  u., + — v + 2 u  — ey sinx 
x 3 7 3 y 3

41 2 .  2 ,  .
vx = ~ — uy ~ - v y ~2u + - e y s inx.

Бұл жүйенің сипаттайтын теңцеуі

1 ® - А  1
3 3

41
3

■ - - А
3

= 0 <=> З Л - З Л  + 7 = 0

Ъ 2 -  4ас — -20  < 0, демек жүйе эллипстік теңдеулер. 
2) Берілген теңдеулерден матрицалар түзейміз
2 7

1 0

3 31

3 1

бүл матрицаларға сәйкес келетін сипаттайтын формасы 

Q(A,],X2) = det

= det

to -o

+
3 31 N

Xj
U 0 J 1 A

)
( 2Xl +3X2 1Хх+3\ Х2

ToyA,] + 3X

= -7A ? - 5 0 V 2 -  90A2 = -  7
3 25 ^
/Li H------ A-

7 * у
- A ?  =

2 2 
:~/“ l - / “ 2 3

олай болса теңцеулер жүйесі -эллипстік, мұндағы

7
'  25 , 1 15

Аі  Ч------ А~)
■7

' /“ 2 ~ V 2

Томендегі тендеулердің типтерін анықтандар
45. Зм^ -  2wxy + иуу - 2 и х - 5 и у + и - х у  = 0;

46. ẑ rr +12urv + 3ww + w, -  2wv -  lu  + xe* = 0;

47. IK
'х у ' -~-yy ■ "X “  'У

' ЗЫху, + Uyy - u x -  3uy -5 u  — у  = 0 ;УУ
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48. мхт + Aи ^  + 4uyy -  Зих + uy + и = 0 ;

49. uxx -  2uxy + иуу + 2ux -  3uy -  2u = 0;

50. 2 uxx -  3 uxy + uyy -  ux + 4 uy + u - x y  = 0:
51. 5uxx -  Auxy + 2Uyy + 2ux -  2uy + x + у  = 0 ;

52. 2uxx + 2uxy + 3Uyy + Auxz + 4m,z + 2ux -  2uy -  и =  0 ;

53. м ^  + + му, -  2mzz + uy + 2uz + 3u = 0;

54. 4u rY - 4 m,_, + 2w ,v + 2 m„_ + +  Mr - 3 mv - 5 m = 0 ;XX xy y y  y z  zz x у  ’

55. 2мхх + 2мху + + 2 mxz + Зм.г -  3ux +uy -  2m, = 0;

56. иjy + uyz + ux, + uzz +ux - u y -  2uz + xu = 0 ;

57. 2uxy + 2uyz + Auxz + Uyy — uzz + Uy + 3uz + yu = 0 ,

58. 4мдх + 8м7У + 4 mxz + \2uyz + 5m_, + ux -  2u, + 9m = 0 .

Берілген шешімде теңдеулердің типтерін берілген 
шешім жиектерінде анықтандар

59. + 5 « ^  + х 2и 2уу -  16х2 -  4 = 0 5

U\ = 2 0 2 ^= х - 2 у  ,и2 = — ху - 2  у 2;

60. * 4 + 3uly +yUyy + 6 y 2 - 8 = 0 , і
2 3и — х 4- у  \

61. Uxy + Мх ̂  +иу - Х + 2 = 0 ,

и = х у - х 2;
62. * 4 иуу ~ иууиху+2их му -  Зх - 10 = 0,

м = 2 2х + >> -  х у ;

63. * 4 + 2м J, -  3 Uyy + и у - 2х = 0 , м = 2ху —8 у ;

64. * 4 - 2и]у + и 2уу+ 2их - 2(х + у )
1 ,

= 0 ,  и = —(х  + у )

65. -  U% + уих + ХМ,, - х 2 - у 2 - 3  =  0 ;
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и =  ху +  х 2 - у 2

66. и2хх -  Змф -  uxxUyy -  4уих + 8ху2 + 6х +  3 = 0, 

и =  ху + ух 2 ;
2 о 9

67. мдд. + м ^  +  UyyUjy +  4м д +  8 ^  =  О , и = 2у  - 2 ху + х

68. иххих7 -  2и2ху +  и2уу + хиу +  2 х 2 - х  = 0, 

и =  2 х 2 - 2 х у + >>.

Төмендегі тендеулер жүйесінің типтерін анықтандар
Г3мд - 2 м  ~2vx + v л-и-  О,

69. s
[«х +  иу + v* ~  vy +  v =  О/

\2и + Ъи + 2v + и -  О,
70. ■>

[Змд -  2vx + v -  3v =  0;

j их -  иу + 2vx -  2vy +  V =  О,

] и у + vx +vy +3и = 0 ;

\их +и.  +  v — 2 v . +  и = О,
72. <

\иу +2 и. + vx + v y +v  = 0 ;

(2их +  и + и, +  4vx -  2v + v. -  О,
73. <

I и - 2 ur +  vz + и = О/

\их + 2 и у +  2 vy -  V. +  и =  О, 

[мд. +  и2 +  vx +  v . +  v =  0;

75.

76.

Г2м^ - u z - v x - v y + 2vz - 2м =  О, 

[“ * +  -  2vy -  vz -  3v =  0;

(ux +uy + 2uz +  vx +  v_ -  8 =  0,

\uу -  и. +vy +  Зм - 1  =  0;
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( u x -  2мг -  2vy + v. + и -  7 =  О, 

\ 2 и у  ~ и г +vx - 3 v z - 5  = 0.



§4 Екінші ретті дербес туындылы диффереициалдьщ  
теңцеуді кластарға бөлуж әие оны канондьщ түрге келтіру.

1. Екі аргументті функімянын дифференпиаллық теңлеуін 
канонлык гүрге келтіру.

Белгісіз и - и ( х , у )  функция үшін мына дербес 
туындылы тендеуді қарастырайық:

ах і ( х, у ) и хх + 2 ах 2 ( х , у  )и + a 22 ( х , у )и  +
(1.32)

+ Ғ (х , ,и ,их,иу ) = 0

мұндағы a j ( х ,у )  коэффициенттер V ( x , y )  е  Q үшін белгілі 
нақты үзіліссіз функциялар. Дискриминантын 
А(х, у )  = аи  — Яца22 деп белгілейік, ал оның квадрапипық 
формасы

Q(A], A'j)  = + 2й]2/1і2-2 3" (1.33)
1-аныщпама. Егерде (1.32) тендеудің V ( x , y ) e Q  үшін 

дискриминанты А > 0 болса, онда ол дифференциалдық 
тендеу гиперболалық, ал А < 0 — эллиптикалық, ал А = 0 болса 
параболалык, тендеулер деп аталады.

1- мысал. ихх + 4uxv + Uyy + 2их +иу -  и - х у  = 0,

мұнда ап = 1 ,а 12 = 2, а 22 = 1, демек А = 4 - 1  = 3 > 0  —тендеу 
гиперболалық

2- мысал. 2ихх + 2 иху + иуу + их -  и + х = 0 ,

мүндағы аи = 2 , ап  = 1, а22 =1, олай болса
А = 1 — 2 = —1 < 0 -тендеу эллинстік.

3- мысал. 2ихх + 4иху + 2и уу + иу + ы + у  = 0,

мұнда аи = 2 , ап  = 2 , а22 = 2 , олай болса А = 4 -  4 = 0, 
демек тендеу параболалық.

2-анықтама. Егер <р(х,у) = 0 қисық сызық мына 
сызықтық емес бірінші ретті

Q(grad <p) = ax {(p; + 2an (px(py + а12(ргу = 0 (1.34)
тендеуді қанағаттандырса, ол қисықты сипаттаушы деп 
атаймыз.
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Бұл (1.34) сызықгы емес тендеуді

аи<Рх + ( ап  + ^ Д )<Ру^рп <Рх + ( а \г ~ V a > j, ] = 0 
көбейткішке жіктеп, мынадай

\ а\\(рх +Г«і2 + Va )(ру =0, 

\ а п (рх + ( а и  -  Va )(ру =0
(1.35)

бірінші реттік сызыктық дербес туындылы дифференциалдық 
тендеулер жүйесін аламыз.

Бұларға сөйкес сипаттаушы қарапайым 
дифференциалдық тендеулер жүйесі

dx dy dx dy

«11 + Va  «ц «22 — Va
Оларды бір-біріне көбейтіп

'у іу
au dy - 2 au dydx + a22dx = 0  (1.36)

қарапайым дифференциалдық бір тендеуге келтіреміз.
3-аныщпама. Қарапайым (1.36) дифференциалдық

тендеуді (1.32) дербес туындылы дифференциалдық тендеудің 
сипаттаушы тендеуі деп атайды.

Егерде А > 0 болса, онда (1.36) сипаттауыш тендеудің екі 
нақгы шешімі болады:

<р(х, y )  = Cj,  цг(х, у )  = С2 (1.37)
Егерде А < 0 болса, онда (1.36) сипаттауыш тендеудің 

екі өзара түйіндес комплекстік шешімдері:
<р{(х , у )± і (р 2 ( х , у )  = С (1.38)

болады. Ал жалпы жағдайда (1.37) өрнекті 
(Р\ (х, у )  ± і q>2 (х, у )  = (р(х, у )  деп алуға болатыңдықган,

мұндағы (р( х, у )  функция а п фх +( ап  + i J - A  )ф = 0

тендеудің шешімі. Сондықган cpt ( х,у) ,  ( і = 1,2)
функциялар сипаттауыш тендеуді қанағаттандырады.

Егерде А = 0 болса, онда сипаттауыш тендеудің жалғыз 
(еселі) нақты шешуі ф(х, у) = С болады.

Егер (1.32) тендеу гиперболалық типке жатса, онда 
£; = ф(х, у )  , ij - у / ( х ,  у )  ерекше емес алмастыру арқылы
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иф1 +<D(£,ti, u, u5, ut1) = 0 (1.39)
біріниіі-канондык (ықшамдалған), түрге келеді. Бұл (1.39) 
тендеуге ^  + 77, tj\ = £ — жаңа алмастыру енгізсек,
онда ол

иМх ~ итт + ф і (%\>т ’и>иь ’ищ) = 0  (L4°)
екінші канондык түрге келеді.

Егер (1.32) тендеу эллиптикалық типке жатса, онда 
Е, ~(р\ ( х , у ),  г) = (р2( х , у )  алмастырумен

+ и ,т + ф 2( £  V>и• и 4 <u n) = Q> 
түріндегі канондық түрге келеді.

Егерде (1.32) теңцеу параболалық типке жатса, онда 
q = <р(х, у ) , г/ = у / (х ,у )  алмастыруды пайдаланамыз, 
мұндағы, у / (х ,у )  функция <р(х,у) функциямен
байланыспаған тәуелсіз, яғни алмастыру Якобианы

D<x'Zl*  о
щ ш

болатындай тандап алынады. Нэтижеде (1.32)

тендеу + Ф3(£, rj, и, и^ ,ип )  -  Отүріндегі канондық түрге 
келеді.

1-ескерту. Егер (1.32) тендеудегі 
Ғ (  х, у, и, их ,иу ) = аъх(х, у ) и х +а32( х , у ) и у + а33и 

сызықты функция болса, онда жогарыдағы алмастырулар 
нәтижесінде Фі(^,Т],и,и^,и11) , (і=1,2,3) функциялар

аргументтері u,u^ ,u t]— лар бойынша сызықтық функциялар 
болады.

2-ескерту. Егер (1.32) теңцеу түрақты коэффициенттік 
сызықгық дифференциалдық тендеу болса, онда

и(%, ті)  = v ( %, rj) e a^ Pv
алмастыру нөтижесінде канондық тендеуді өрі қарай 
ықшамдауға болады. Мұндағы а, /? -таңцап алынатын, еркін 
тұрақты сандар.
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2. Көп аргументті функцияның дифференциалдық теңдеуін
канондық түрге келтіру

Көп аргумента и ~ и ( х х,х г ,...хп)  функция үшін мына 
дифференциалдық тендеуді

П П
I y v (x )u  + £  b j ( x ) u x . - ¥ с ( х ) и - f ( x )  (1.41)
«•.7=1 М

қарастырайық, мұндағы a t/( х ), Ъ } (х ) ,с (х )~
коэффициенттермен бос мүше f  ( x ) - V x  е  Q облыста 
үзіліссіз белгілі функциялар және a tj ( х )  = ар ( х ) ,

4-анықтама. Егер R кеңістікте көп аргумента функция 
ф(х)

Y u alJ(x)(pXi(pXj =0  (1.42)

тендеуді қанагаттандырса, онда <р(х) = С  бет (1.41)
тендеудің сипаттауыш беті деп аталады.

3-ескерту. Егерде (1.41) тендеудің коэффициенттері, 
жалпы жағдайда, айнымалы функциялар болса, жалпы

= (р:( х ) , і=1,2,...п алмастыру арқылы (1.42) тендеуді
канондық түрге келтіруге болмайды. Себебі A = ( a tJ ( х )) 
матрицаның бас диагоналында жатпайтын элементтердің 

п 2 - п
саны — - — , ал тандап алынагын функциялардың саны п

сәйкес емес. Екіншіден (1.42) сипаггауыш теңдеуді шешу де 
оңай емес. Ал а у коэффициенттер тұрақгы болса, онда (1.41)
тендеуді канондық түрге келтіруге болады.

Сондықтан (1.42) тендеудің квадраттық формасын 
коэффициентгері түракуыландырылган
х 0 = ( х х , х%,...х® ) нүктеде қарастырамыз
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(1.43)e V A . A . - А Д  =
'.7=1

Жоғары алгебрада: коэффициенттері тұрақты кез-келген 
квадраттық форманы ерекше емес аффиндық X  = Р<% 
тұрлендіру арқылы канондық түрге келтіруге болатыны 
белгілі.

Сондыкган егерде
£  = Р Іх  (1.44)

турлендіруін енгізсек, онда х=х° нүктеде (1.39) теңдеу (1.41) 
нәтижесінде

П
+ + И Ь'иЬ + сТІ = f (  %) <L45>

/=і
канондық түрге келтіріледі, мұндағы
9(фг = 1,2,.../7/)коэффициенттер оң, теріс және нөл шамалар 
болады.

3~ескерту. Егер (1.43) тендеудің коэффициентері түрақты 
болса, онда (1.45) түрге келгенде ол оңай

II

u (€ )  = v (4 )e M (1-46)
алмастырумен тендеуді өрі қарай ықшамдауға болады. (1.46) 
алмастырудағы а,, і=1,2,...п өзіміз тандап алатын белгісіз 
түракды шамалар.

Екі немесе үш аргумента функция үшін берілген екінші 
ретті сызықгық дербес туындылы дифференциалдық 
тендеулерді канондық түрге келтіруге бірнеше мысалдар 
қарастырайық.

1-мысал. Мына
2ихх + 3 + и)іу + 7их + 4иу - 2 и  = 0 

тендсуді канондық түрге келтірейік.
„ 3

Шешуі. Коэффициенттері: а п = 2 , а п  = ~ > а22 = 1»

9
А = ---- 2 > 0 - гиперболалықтип;

4
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. dy 3 1сштаттаитын теңдеуі: = — ± —
dx 4 4

^ dy )
' 1  => 4 = у - х ,dx / 1

( d A  = 1
dx J2 2

= 2 v  —q = l y

^  1  I  Vx ~  ^  > Л у ~2. ,

Ux =  W ^ . v  +  UvTlx = ~(U4 + Un ), 
uy = uA y  + и п'Пу = Uf-+2  t t 7 >

л̂эс — ^7/7 >

W*y = + 4m£? + 4m77 >
Мду — — — 3 Ujjg — 2unn

Бұларды берілген теңцеуге қойсақ:
+ Зи^ -  un + 2 u = 0.

2-мысал. Мына u„  -  2uxy +uy y + 9ux + 9uy -  9u = 0
теңцеуді канондық түрге келтірейік

f  d y 'Шешуі. A(x, у )  = О
d x ) y

=  -1 =>

Жоғарьщағыдай талдау жасасақ + 18и* + 9и - 9и = 0
канондық түрге келеді. 

3-мысал. Мына

ихх +  4  «ху +  10иуу 2 уих + 42 иу +2(х  + у )  = 0
тендеуді канондық түрге келтірейік.

Шешуі.

А( х, у ) = 4 -1 0  = -6  < 0 , f  dyd 

dx )  1

2 ± 4 - 6

-  2 ± V ^6  => _y -  2x ± /Тбх = C ,
dy 
dx

олай болса E, -  у  -  2x, q = л/бх деп жаңа айнымалы енгізсек 
берілген теңдеуді
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+ um + 1 -  4л/би;? + — £ + ~щ 77 = 0 

канондық түрге келеді.
4-мысал /үш аргументті функция үшін/. Мына тендеуді

+ 4Uyy + 9u,z + Аи^  + би^  + 12Uy, -  2их ■ 4и„ -  6и, -  0

канондық түрге келтіру керек.
Шешуі: бұл тендеудің квадраттық формасын
Q( Л] ,Л2 ,Л3)  = Л? + 4Л.2 + 9Л3 + 4Я,Я2 + 6 Л,Л3 + 12Л.2А3 

белгілі әдіспен канондық түрге келтірейік:
Q( Л^,Л2 ,Л3)  = ( Л̂  + 2Л2 + ЗЛ.3 + 0 * Л2 + 0 * Л3 =

= Р\ + 0 * /л2 + 0 *
демек нараболалық түрдегі теңдеу, мұндағы

Л1 - / / ]  2/л2 ~3/л3,
немесе Л1 ' Мі >

/і] — A] + 2Я2 + ЗЛ3,

Р 2 ~ ^ 2 >
Рз =

яғни Л = Р/и , мұндағы

' і  - 2  - З ч
Р  = 0 1 0

,0 0 1,
келтірегін матрица. Бүл матрицаның орыналмасқан 
/транспонированная/ матрицасы

f  1 0

Л3 — //3,

- квадраттық форманы канондық түрге

Р т = - 2

- 3
1
0

және осыған сәйкес келетін түрлендіру
£ =х,г/ = - 2 х  + у , д  = -З х  + z болады.

Демек,
= 1 ’ £ у  =£: =°’ Л х = - 2 ’ Vy = l ’ 7lz  = 0 .  дх = - 3 , д у =0, gz = l  

олай болса
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u x = Uz - 2иц - 3 ug, иy =un, и. = и ,

Ux x = U^  ~ 2 u r,g - 3 « W - Uyy Uzz =  Ugg-

Бұл өрнектерді теңдеуге қойсақ, нәтижеде - 2 = 0 
тендеудің канондық формасын аламыз.

5-мысалы. ихх -  би^  + 9и)у - и х + 2иу = 0 
dy

Шешуі: А ( х , у )  = 0 , —  = —3 => £ = 3х + у, jj = х  => 
dx

^ = 3 , ^ = 1 , 7 ,= 1 . Лу = 0
болғаіідықтан, берілген теңдеу и(£,Т]) ушін urjJJ - и ^  - и п = 0

түрге келтірілді; енді и(£, rj) = v(<%, ij)e ' ^ +>J'1 деп альш, 
, 1 1тендеуге қоисақ л  = ----, ju = — жағдаида ол тендеу

4 2
v lvl -  V, = 0 канондық түрге келтіріледі.

Мьша тендеулердің типін анықгап және канондық түрге
келтіріңіз:

78. и хх + ^ ху +4и)у = 0 ;

79. ихХ - ^ х у  + із м ^  = ° ;
80. у 2ихх- 2 хуиху+ х 2иу}, = 0 -

81. У2ихх- х 2иу у - 2 х и х =0;

82. 1 1 п
хУихх +иуу + 2  уи* ~ 2 у Ыу=0’ x > 0 облыста;

83. ихх + 2 и ху + cos2 х  Uyy -  ctqx(их

оIISs
3+

84. ихх ~ хиуу = ° ;

85. 2 u v  -  uxz + 2м^ - и  = 0 ;

86. 11 ху -  Uxz ~ Uyz = 0 ;

87. Uxy ~ Uzz + Ux ~ Uy = 0
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Төмендегі тендеулерді канондық түрге келтіріңдер жөне 
оларды өрі қарай ықшамдарыдаңдар:

88. 2ихх + 5иху + 3и +  4их -  Зиу +6и = 0,
89. и гг - 3 и„, + 4 и... + 2ur — и v — Зи = 0 ,

90. ихх -  4 + 5Uyy + 2и + 3uzz -  2ux + 4uz -  и = 0;

91. 3uxx + 4 +  3 +  2ux. -  uZI + u x —u + 2nz = 0;

92. иxx + 2uxz + 4uyz + un, + 5uzz + 3ux -  2uz + 4u = 0;

93. uxx + 2uxy + 2 -  6 uyz + uz, -  utt -  2uyt -  2uzt + и = 0;
О

94. 4 nxx - 4 u xy—y  -  uyz - 2 u zz + utt + 2 и t + 2 uz! -  3u = 0

Жауаптары

1. алгебралық тендеу;
2. тендеу емес;
3. тендеу емес;
4. алгебралық тендеу;
5. бірінші;
6. екінші;
7. алгебралық тендеу;
8. квазисызықты;
9. жартылай сызықты; 
Ю.сызықты, біртекті емес;

(  п
11. Р + Ү ^ щ ВІх - Х і ) и,

V Г=і 7
^о^хх ’ 0 < х < / ,  t > 0 ,

8 ( х )  - Дирак функциясы.

мұндағы

12. р  ии = Тихх - к и  , 0 < х  < l , t  >0 , мұндағы к - кедергі 
коэффициент!.
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13. U„ = а иxx 0 < x <l, t  > 0  , a 2 = / -
P о

u( x,0 ) = 0,

u , ( x , 0 J - V ,  u ( 0 , t ) - 0 ,  ux ( l , t )  = 0, мұндағы y = —  -
cv

адиабат көрсеткіші; P0 -газ қысымы, p Q -тығыздық
14. рип = Тихх - k u t , 0 < х < I, t > 0 , и(х,0) = ф(х), 

ut ( x,Q)~-y/(x), 0 < x < /

u(  0, t)  = u( l , t )  = 0 , мұндағы A: - үйкеліс коэффициент!
T

15.  ut t = a 2uxx , х ф О ,  a 2 = — , іфх,0 ,) = 0, = О,
Р

х Ф 0 :
а) -  +7'0[цх^±оДу) - м х.( '- 0 ,^ ] + Ғ 0 sino)t = 0 ,  t>  О
б) іф-О,t)  = u(+0 , t ) ,

- m 0ult + T0 [ux( ± o , t ) - u x ( - 0 , t ) ] = 0 , /> 0  

w f-0,0J = u(+0,0 J = 0 , m0 u , ( - 0 ,0 )  = m0ut ( +0,0)  = P , 
t = 0

16 , u l t = a 2 uxx, x > 0 , / > 0 , wfx,0j  = 0, w /x ,0,) = 0,
м /О Д ) = Ғ0, M  u„(Q,t) = S y  P0 ux (0.t), мүндағы £ -

c
көлденең қиманың ауданы, P0 - қысым, у  = —

17. ии = а 2 ихх , х ф с  , 0 < х < 1 , t >0, и(х, 0) = ф(х),

и,(х ,0 ) = у/(х), 
u(c + 0 , t)  -  u ( c - 0 , t ) ,

JYl
ux(c  + 0 , t ) - u x(c — O.t)  = uu(c , t ) ,  t> 0

a) w(0,f) = 0 ,u(l,t) = 0 , 6) ux(0 , t ) = ux (I,t) = 0 ;

с) T
du
dx

= F i(0 ,T
.r=0

Эг/
<3x ^ 2(0;

• V = /
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г) их (О , i) = 0, (Тих -  СГ и ) х=/ = О/

д) м(0, о  = >«(/), = ^ (0 ;
/

18.
Эх v Эх

2 Э м  2 Р Е= « —у ,  Д2
Эг2 Е

19 и „ = а 2 ихх , 0 < х < / ,  а 2 = — , и(х,0) = ^(х),
Р

и , (х,0) = ^ (х ), и(0,0  = О, (E S их - ки , ] х=1 = О

мүндағы к - кедергі коэффициент!

20 . Е -
дх а д

ди \
дх

с , , д 2и = p S ( x ) —— ,
дГ

О < х < /, t > О,

ы(х,0) = (р(х), и, (х,0) = у/(х),

а) 5(х) =

б) S(x) =

г  +  -
R - r \ 2

я , и(0,г) = 0, ES их\хЫ -  F(t)\

г Ъ - а  ^2 а + -------х

(Е Е и х - о м ) ! ^  =  0; S E их \ы  = F ( t );

к 1 2 Т
21. + — и, — а 2 (ихх + и w ) н—  .F(x,y , z , t ) , а —

Р Р Р
22. и„ = а 2(ихх+иуу) ,  0 < x < p , 0 < y < q ,  t >  О,

м (х , у ,  о )  =  ^ ( х ,  .у ) , и, (х ,  .у, о )  =  >0

а) и (0 , y , t )  = u(p, у, t) = н ( х ,0 ,0  =  и (х , q,t) = 0
б) их (0 ,y , t )  = ux (p ,y , t )  = иу ( х Д 0  = 0 , 0  = 0;

в) их (0 ,О  =  и у ( х Д 0  =  0 , и1 =р(У,*),  и\ = К х , 0 ;лг=р
Энг) (Гну -сгн ) = ° , Г—
Эх

= Ф О ,0 ;
х—р

и (х,0 , 0  = И y(x ,q , t)  = О
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д) u(0 ,y , t )  = u(x,0,t)  = О, T ди
дх = Ф| (у .О .т

х=р

ди
Ту =  Ф l ( x , t )

y=q

24.

23. ixx = aitt + Ы, + ci, = avtt + bvt + cv, 
a = CL, b -  CR + GL, c = GR
мүндағы L - өзіндік индукция, C - сиымдылық,
R - ксдергі, G -утечка.
ix + Cv, = 0 i = GLitt

немесе
vx + Lit -  0 vx x =CLvtt’

i(x,0 ) = (p(x), v(x, о) = i//{x) :
а) v(0, t )  =  0, v(l, t )  = E ( t ) ,  ( i x (0 ,t )  =  0, ix (0 ,t )  = - C E ' ( t ) )
б) C 0v, (0, t )  +  /f0 , t )  = 0, CjV, (l, t )  + 1 ( 7 ,0  =  0,

(ZC0 ("0,0 +  0  (0, t )  =  0, L C { vtt ( l ,  0  + Vx ( l , t )  = 0);

v(0,t)  = E ( t ) ,  v ( l , t )  + L 0i , ( l , t )  = 0, ( i x (0, t)  = - C E ' ( t ) ,  
L0vx ( l , t ) ~ L v ( l , t )  = 0) 

v (0 ,O  +  V / ( 0 , 0  , v ( l , t ) - R 0i( l , t )  = E(t),

(L0vx - L v (0 , t )  = 0), ix ( l , t )  + CR0it ( l , t )  = E ’ (t)
J x +CVt =0,

0 -  +  L J  t -- 0

^ |r=0 0 ( 0 , 0  =  0 , ( C 0 + J ) v = / = 0

B)

0

23. C L J tt

26. p ( x )  ut = div ( D qrad u) + F(x,  t)
j_r

2 1 . u, = a 2uxx ~ - ~ ( u ~ llo) , 0 < x < l , t > 0 , u(x,0) = / ( x ) ,

Ң
u(0,t) = TQ, (ux +hu)\x=l = hu0, h = — , мұндағы /> мен

гС
5 көлденең қимасының периметрі және ауданы.
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28. ut = с г и ^  + —  S ( x - v 0 t) , u(x,0) = <p(x), - o o < x < c o ,
cp

t>  0
29. nt = a 2 uxx - b ( u - u Q) , x  -z ЯӨ, 0 < x < l , t > 0 , l  = 2  nR ,

Hp
u(x,0) = f ( x ) ,  u (0 , t )  = u ( l , t ) ,  ux (Q,t) = ux (l, t), 6 =

CyaS
30. p 0 ut = Duzz -  vu , , z > z 0, / > 0 ,

(D u ,  - v u ) \ z=zo =0

мүндағы v - тұнатын болшектіц жылдамдығы, 
р 0 - ортаның саңылаулығы

диі

dt ' дх*
м ,(+ 0,0  = м2( - 0 ,0 ,

Н,=о= 0 ’

31. Ч г  = а і!(х )— ү-, х * 0 ,  и , (х,0) = f t  ( х ) ,

<Эг/,
&

= * э" 2

32.
<9w(
dt

х=0

2 дһі.
дх2

иі \х=0 =<Р\ ( 0 .  ^2

йс

I <

<3м

, a  2 (х) =
х=0

| a j , х > 0

Іа2 , х < 0

= а 2 — , 0 < х < /, х * х0, t > 0, и, (х,0) = J) (х)

<3х
= Н ( и - и 0) ,

х=1

М, і і Зм, , ди-,
= A:,— - ~ k 2Іх-хо 21х=*0 1 & х-хъ Зх -*0 *= *0

х 0 - түйісу нүктесі.

5С Ә2С
3 3 ^ 7  = Z)T T ’ =3/ & 2

I с0, 0 < х < һ,
І0, һ < х < 1,



34. а) и, — a 2 Is. yu — pu , 0 < r < R, t>  0, /3 = —
cp

u ( r ,0 )  = 7'0 , 5 m

5 r
= 0 ;

r -  R

2 Q6) u, = a A ru + — , 0 <r < R, t > 0 :

u(r,0) = T0,

cp

( .  du k —  + Hu 
dr

= 0;
r = R

мүндағы A ru -
r 2

коэффициент!

I d  f  ■} 5 m ^

dr \  dr у
, H  - сыртқы жылуоткізгіш

35. ut - a ‘
d 2u 1 du
dr2 r dr

, 0 < r < R ,  t > 0 ,

U(rfi) = f ( r ) ,  u\r=R =T0.

3 6 . u , - a A u ,  R < r < 2 R ,  t>  0.

V o  = f ( r , 0 ,(p), u\r^  <oo;

du
dr r-R

= °- I f + fe'
Q(R,0,(p,t) .

r = 2 R

37. ur = a 2 (uxx +u ),  0 < x <1 , 0 < у  <h, t > 0,
u(x, y, o)  = / f  x, ; ,

du
a) WL=0 = ML /  =70’

x=o

5m

dy
= 0;
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б)

ди ^
------пи
дх

= huQ,

ди
ду у-һ

л'=0

_<Н_. 
’ к ’

ди
рУ

— һи = һи0,
У у =О

ди
дх х~р

Чл_
к

в)
du du

= 0, du _ ± ' du л 
-----1- hu

dx x=0 dx
X = I dy y=о к ’ ІФ ' J

-- һи0.
У у = һ

38. А и = — , ( х , у ) е  Q:

a)w| = 0 ;

б)

is
ди

= 0; в)
ди

~dN
-  hu = 0; г) -  Т—

Js dx
= ф(х,у) ,

dN u 

Д)«|« =Ф(Х’У)-
39. Aw = 0, ( x , y , z )  e jo < r 2 = x 2 + y 2 < R 2, 0 < z < h\:

и\2=0 =<Ро(Х’У)> и\г=һ=<Р ^ Х’УР
Я?/ .

= q(z );  б ) u\r=R=TQ,a ) - k  

в)

du 
~dN 

(  du
r= R

\

-  hu
P N  j r=R

f
40. Aw = 0,

= hu0;

n \
0 < r < R ,  0 < Ө < — , 0<(p<2n:

и\ө̂ = ° ,  u\r=R=f(<p,0).
2

41. DAu -  yu + Q = 0, 0 < r < R 0, 0 < z < h :
du

a) u(r,0 )  = u(r, h)  = 0, —  = 0;
dr
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б)
( ди \ п ( ^ д и

D du = 0, D —
V дг z=0 V дг

мұндағы D - ішкі диффузия
коэффициенті, d  - сыртқы

Аи = 0, 0 < х < /1,

a) и\I х=о ~ Ух> “ Ц  = V2 '

б) и\1 х=о “ Ух. « Ц  = v f

в) и\ =0 “ Ух. “Ц  = V 2

I z~h

ди
ду У=о

у=0 :

= 0 ,

= Е,

ди
ду

ди

=  0
y=h

=  0
у=0

. д 2и 1 ди д ги о л 1
43. Аи = — -  + -------+ — -  = 0, 0 < r < R ,  О < z < h ,

д г 2 Г dr dz2 

м| _ = Vn. и\ , -  и\ , = 0.
Ir=R и 1г=0 Iz=h

44. А и { =0,  О< r < R ,  и , |г=0 <оо; 

Ди2 = 0 ,  R < r <  оо, w2| =oo= 0 ;

дщ du2 дщ ( du2

dr drr=R ur -i 11 >3 r=R [d (p
J пов 

С r=R

grad  u - H ,  j noe =
J

2 nR

45. эллиптикалық тип;
46. гиперболалық тип;
47. гиперболалық тип;
48. параболалық тип;
49. параболалық тип;
50. гиперболалық тип;



51. эллиптикалы қ тип;
52. эллиптикалы қ тип;
53. гиперболалы қ ти п ;
54. параболалы қ тип;
55. эллиптикалы қ тип;
56. параболалы қ тип;
57. гиперболалы қ тип;
58. эллиптикалы қ тип;
59. эллиптикалы қ тип;
60. ( у  > 0 -гиперболалық, у  < 0 -эллиптикалы қ, у  = 0 - 

параболалық);
61. эллиптикалы қ тип;
62. гиперболалы қ тип;
63. гиперболалы қ тип;
64. параболалы қ тип;
65. эллиптикалы қ тип;
66. эллиптикалы қ тип;
67. параболалы қ тип;
68. гиперболалық тип;
69. эллиптикалы қ тип;
70. гипербол ал ы қ тип;
71. параболалы қ тип;
72. гиперболалы қ тип;
73. гиперболалы қ тип;
74. парабол ал ы қ  тип;
75. параболалы қ тип;
76. гилерболалы к тип;
77. эллиптикалы қ тип;
78. Гиперболалы қ, Utn =0;
79. Эллиптикалық, иflfl + и vv = 0, мұнда

ц(х ,  у )  = -З х  -  у  = Re <%(х,у) жөне
v ( x , y )  = 2x = J m £(х ,у ) .

'У 080. Параболалық, айнымалыларды с, = х  + у  , Г] = х  деп,

егер Е, Ф т] 2 , яғни у  Ф 0 алсақ, онда и + 2^
Z - v 2 UZ = °
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81. В - { х Ф  0, у ф  0 } аймақта гипсрболалық:

и&
% + 2r]

T Mf - un = 0; ал x = 0 нсмесе

эллиптикалық:

^ - v 2 5 Щ 2 - ^ )
у  -  0 жағдайда параболалық теңдеу.

82. D - { x >  О, у > 0 }  аймақта
« «  + unv = 0; ал х = 0 немесе _у = 0 аймақтарда 
параболалық.

83. Гиперболалық, = 0/
84. D - { ( x , y ) / x - 0} аймақта

1
Uen ----------------- ( u c - u „ )  = О.ал x  =  0

фі 6 ( £ - t j )  * 1

гиперболалық:

жағдайда

параболалық.
1

.  Ig = — (3x - 2  y - z ) ,
85. Параболалық: -  и + и — 0, ■( 5

86. Гиперболалық:

і% = х  + у, £  = - х  + у, 
[TJ = X  +  у  -  Z .

87. Гиперболалық:

(£ = х  + у, C = z,

\rj = - x  + y.

[ГІ = -Х+ у  + z.

'4&и -  unn Ug -  0,

-  U,V1 + ~ 2 ur1 = °>

88.

89.

fg = x  — y, Т/ = 3x - 2 y ,  u - v e 1̂ ^ ,
I -  2 5 3 v  =  0.

,  3 V ?  »
c = — x  +  y , ri = — x, u - v e  v /  , s 2 2

108 n
уй +ул л - ^ - у = 0-
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j g  = x - 2 y, rf = y  + z, t , - z ,  

\ v44 + vnn + 2v& _14v = 0

91. \% = 2 x + y, V = y,

? 4 4 + 2 v m ' v t t  = 0

C, -  x - z ,

и = ve 4+2TJ-24

и -  ve
3 c 5 J r  

-24+̂

92.

93.

94.

-34+
^  = x, Л = У> £  = ~ x - 2 y + z ,  u = ve 

v 44 + v nn ~->v Z =  0

U  = x + y, Tt = y~z> C = y + z + t’
[и44 + 2um ~ u 44 - u „ + u  = 0 . 

f£ = 2 x - y ,  т] = у  + z, £  = y  + z + t, r  = t, 

[и 44 -  3unn + и 44 -  Зм = 0.

•O.
 I



II тарау. ГИПЕРБОЛАЛЫҚ ТИПТІ ТЕНДЕУЛЕР

§1. Толкрш теңцеуі

1. Классикалык Коши есебі. 1-тараудың § 2 белгілі 
жағдайларда көптеген тербеліс күбылыстары 2-ретті ги- 
перболалық гипті дербес туындылы дифференциалдық 
тендеулерді шешуге келтірілетінін көрсеткенбіз. Солардың 
ішіндегі ең қарапайымы - толкут тендеуі

иГІ= а 2Аи,  (2.1)

мұнда А-Лаплас операторы, нүкте х  = (х, ,х2 ,...,хп ) е  R" 
уақыт t e ( 0,оо), (2.1) теңдеудің шешімі и(х,1)-одстте толқын
деп аталады.

Егер п=1 болса, онда (2.1)-шектің тербелісін, ал п=2 
жағдайда жазық мембрана тербелісі теңцеуін береді. 

Сипаттаушы форма (2.1) теңдеуі үшін

0 (Л)  = ^ - а 2^
7 =  1

болғандықган, тендеу (2.1) гиперболалық тиике жатады. 
Анықтама. Егерде функция w(x,t) мына

0 ( gradw) = <9иЛ
dt

„ (

'-Ч

dw
дх

= 0 (2.2)

J /

тендеудің шешуі болса, онда R”+1 кеңістігінде жататын көп 
бейне и( x , t ) = 0 сипаттаушы бет деп аталады.

Бірінші ретті екінші дәрежелі дербес туындылы
дифференциалдық тендеуді (2.2) тікелей шеше қою, яғни си­
паттаушы бетті табу оңай емес екені белгілі.

Егер п=1 болса, онда (1.2) тендеуді оңай шешуге болады. 
Себебі сызықсыз тендеу екі сызықты теңдеулердің
көбейтіндісіне жіктеледі:

'З и Л 2'  dw

к
- c r

дх )
-a-

d w Y  dw dw
dx

■ + a- 
dl dx

= 0
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С он д ы қтан  (2.2) теңцеудің сипаттаушы қисықгары өзара 
қиылысатын түзулер жиынтығы x - a t  =  с , , х + at = с2 

тұратынына көз жеткізуге болады.
Егер п > 2  болса, теңяеу (2.2) шешімдерін тікелей табу 

қиын, соңцада болса, кейбір геометриялық қасиетгерді 
пайдаланып, (2.2) тендеудің сипаттаушы беті болатын 
көпбейнені табуға болады. Мысалға п=2 болғанда бет 
w(x,y,t)-0 жүргізілген нормальдің бағыттауыш косинустері

dw  Эи/

cos( N, x )  = dx

|Vw|
co s (N ,y )  = , cos(N, t )  = 8t

lvw\ Vw
формуларымен анықгалатын белгілі, 

Сондықган (п=2) сипатгаушы

'ӘиЛ2
dt

- a
(  \ 2 dw

dy
= 0

тендеудің екі жағын |Ди’|
_2 / АГ „2

-2 көбейтсек, онда

cos\ N , t ) - a l cos2( N , x ) - a 2 cos2((V,_y) = 0

(2.3)

(2.4)
теңціпн аламыз.

Екінші жағынан, бағыттауыш косинустері мына
cos2(iV ,/) + cos2(./V,x) + cos2( N , y )  = 1 (2.5)

шартты қанағаттандырады. (2.4) мен (2.5) теңціктерден

cos( N , t )  = —===■,
VI +а

яш и сипаттауілы бет w(x, у, t )  = 0 кез - келген нүктесіне 

жүргізілген N  нормаль t өсімен тұрақгы бұрыш жасайды. 
Егерде а=1 болса ( N'"t) = , ондай бет тек қана конустың

беті екеніне көз жеткізу қиын емес:
( X Хд )2 + (У~Уо  )2 = ( t ~ t 0 ) \

мұндағы М 0 ( х0 ,у 0 ,t0 ) -конустың төбесі. Осы сияқты талдау 
арқылы (2.1) теңцеуінің сипаттаушы беті
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a \ t ~ t Qf  = £ ( * , . -x ,0 )2
Ы1

конусы болатынын көреміз.
Жоғарғы (2.1) толқын тендеуі үшін қойылатын негізгі

есептердің бірі Коши есебі: і?"+1 кеңістігінде (2.1) тендеудің 
бастапқы

и(х, 0 )  = q>(x), ut(  х,0 )  = \\)( х )  (2,6)
шарттарды қанағаттандыратын шешімін табу керек. Коши 
есебінің шешімдерін анықтайтын формулалар:

а) Егер п=1 болса, онда Коши есебінің шешімі Даламбер 
формуласы бойынша

1 j  x+at
u(x , t )  = -[(p(x + at)  + <p(x-at)\  + —  (2.7)

2  2 а J ,
анықталады;

б) Егер п=2 болса, онда Коши есебінің шешімі Пуассон 
формуласы

и(  х, у, z )  —
1 д

2  па dt Я
V (a tУ

• +

+ Я

V(at)  - ( x -Е,) - ( y - r ] /

V(&n)d&b\
(2.8)

2іш Kr yj(at)2 - ( x - t , ) 2 - ( у - ц ) 2

арқылы анықгалады, мұндағы К г - центрі М(х,у) нүктеде,
радиусы r=at дөңгелек;

в) Егер п=3 болса, онда Коши есебінің шешімі Кирхгоф 
формуласы

u (x , y , z , t )  = —— ff 
4 т

dS  1 д ггр(£ .7 )
4 т  dt Я dSr (2.9)

бойынша анықталады, мұндағы S r - центрі M(x,y,z) нүкте, ал 
радиусы r=at болатын сфера беті.

Дюамель кагидасы. Егер Коши есебі біртексіз
ии ~ a 2Au + F ( x , t ) , t > 0  (2.10)

тендеуі үшін қойылған болса, онда бүл есептің бастапқы 
и ( х ,0 ) = и , ( х ,0 ) = 0 шарттарын қанағаттандыратын дербес

55



шешімін Дюамель қағидасын пайдаланып табуға болады. Бұл 
қағида бойынша көмекші (жолай) есеп

w!t = a 2Aw w|,=r= 0  w,\t=T= Ғ(х ,т ) ,  t > r
қүрамыз. Егер w(x , t ,T ) осы көмекші есептің шешімі болса, 
онда (2.10) теңдеудің дербес шешімі

Г
u (x , t )=  I w(x,t,T)d.T (2.11)

о
формуласымен анықталады.

Ал көмекші есептің шешімін жоғарғыдағы
(2.7),(2.8),(2.9) формулалармен табуға болады.

Сондықган біртекті емес (2.10) теңдеу үшін Коши 
есебінің нөлдік бастапқы шарттарын қанағаттандыратын 
дербес шешімдері мына формулалармен өрнектеледі:

а) п=1 болса, онда
. t х+а( t-т)

u0( x , t )  = —  \dT \ F ( Z , t№ ;
0 х-а(і-т)

б) п=2 болса, онда

«t ( x , y , t )  = J _  \ dT rr  Ш щ Щ і

мұндағы r- a ( t - r ) ;  
в) n=3 болса, онда

и ( x , у , = fd r  f f
4тса J

H Z , U s )
s, yja2( t - T ) 2 - ( x - # ) 2 - ( y - 1  ]) 2

dS..

= |r = a( t -  t )| =
1 F ( x  + a r , y  + fir,z + yr,t -  у  )

4 m l Dr
мұндағы a ,P , y  -радиус вектордың бағыттаушы косинустары; 
Dr - центрі M(x,y,z), радиусы r=at шар. Әдетте соңғы 
интеграл кешігуші потенциал деп аталады.
1. Толқын тендеуі (1.1) үшін Коши есебінің п =1,2,3 

болғанда шсшімінің тәуелділік аймақтарын табындар.
2. Толқынның анықталу аймагын табындар, егерде:
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а) Шек тендеуі үшін Коши есебінің бастапқы шарттары 
а < х <b кесіндіде берілсе, толқынның жылдамдығы а = 2  
болса;
б) Мембран теңцеуі үіиін Коши есебінің бастапқы шарттары 
сақинада 4 < х  + у  <9  берілсе, толқынның жылдамдығы 
а = 3 болса;
с) Газ тербелісінің теңдеуі ушін Коши есебінің бастапқы 

2 2 2шарттары х + у  + z  <1 шарда берілсе, жылдамдық 
a = 1 болса.

3. Бастапқы шарттар өсер ететін аймақты анықтандар, егерде:
а) жылдамдығы а = 3 , бастапқы шарттар Іх < х  < /2 кесі- 
ндіде берілсе;
б) жылдамдығы а = 1, бастапқы шарттар х 2 + у 2 < 12 
дөңгелекте берілсе;'
с) жылдамдығы а = 1, ал бастапқы шарттың біреуі 
-  2 < х < -1 ,  кесіндіде екіншісі 1 < х < 2 кесіндіде берілген 
болса. Осы екі кесінділердің өсер стетін аймақтарының 
жалпы бөлігін (қиылысу) табыңцар.
4. Толқынның тендеуі utt = и^. + иуу қанағаттандыратын,

біртекті 3-дәрежелі сызықты байланысты емес полино- 
мдарды табыңдар.

5. rrij ( і  = 1,2,...п + 1) тұрақтылар қандай шартты 
қанағаттандырғанда (1.1) теңдеудің шешімі жазық толқын 
и(x , t )  = Ф(тхх  ̂ +... + тІ1х п +ти„+1х„+1/)түрінде болады?

6. и( x , t )  = ф( тхх х +т2 х 2 +... + тпх ГІ +mt)  жазық
толқынның таралу жылдамдығын анықтаңыз.

7. Төмендегі функдиялардың қайсысы толқынның таралуын 
береді және оның жыдцамдығын табындар.

а) u (x , y , z , t )  = x 2 + у 2 + z 2 -  At;

б) u ( x , y , z , t ) - x 2 + у 2 + z 2 - x t 2;

в) u ( x , y , z , t )  = x 2 + у 2 + z 2 +9t2 ; 

r) u (x , y , z , t )  = x 2 + x  + t 2.
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8. Егерде /  ( х ), ср(х), у/(х)  функциялар x<=R" 
гармони кал ық функциялар болса, онда Коши есебі

ut t = a 2Au + f ( x ) g ( t ) ,  и\^о = <р(х), и , \t=0 =y/(x)  
шешімі мына

t
и(X, t)  = (р(х) + ty /(x)  + f ( x ) \ ( t -  T )g (т)(іт

о
формуламен анықталатынын дәлелдендер.
9. Егер функция u(x, t )  Коши есебі

ult = а 2Аи, u \ t=0 = cp(x), ut I /=0 = 0 
шешімі болса, онда мына функция

t

V ( x , t ) =  j u ( x , r ) d r  
о

Коши есебінің Vt l = a 2 A.V, E |<=0 = 0, V, \ t=0 = (p(x) шешімі
болатынын көрсетіңдер

2. Сипаттаушылар әдісі

Жалпы шешім туралы угым. Біз 1 тараудың 4- 
параграфында тендеудің сипаттаушы қисықтарын
пайдаланып дербес туындьшы тсндеулерді конондық түрге 
келтірдік. Канондық теңдеулерді түрліше интегралдау 
өдістерімен шешімдсрін кез - келген екі функциялар арқылы 
өрнектеуге болады. Міне осы шешімді берілген екінші ретті 
дербес туындылы теңцеудің жалпы шешімі дсйміз.

Мысалы. Мына у и ^  + (х  -  у  -  xw^ = 0 теңдеудің 
жалпы шешуін табайық.

Шешуі: А(х, у )  -
/  \2 { х + у  '

2
> 0 болса, яғни х + у  Ф 0

жағдайда гиперболалық тип, ал х+у= 0  сызығы тозғындалкан 
параболалық сызық.

Сипаттаушы теңцеуді
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y d y2 -  ( x  -  у )dydx -  xdx2 = 0
dy _ ( x - y ) ± \ x - y \  

dx 2  у

x  + y  = Cl , x 2 - у 2 - C 2 => £ = x  + у , r j - x 2 -  у  .
Олай болса бұл жаңа айнымалыда тендеуіміз

£ и е„ + и„ = 0 немесе —  
s ^  '7

/
£

З/і

5 ?
- + г<

/
= 0 түрге келеді; мүны

ди
айнымалы бойынша интегралдап £ —  + и = f \ ( £ )  аламыз,

мұндағы f \ ( £ ) ~ тек £ айнымалыға тәуелді еркін функция. 
Бұл теңдеуді жай дифференциалдық тендеу деп қарауға 
болады. (£  -айнымалы, ал q -  түрақтандырылған). Тұрақты 
коэффициентті вариациялау әдісін пайдаланып

и ( V)  = ~  [{.//'£ ) d £  + <р(т])\

шещімін аламыз, мүндағы <р(і)) —кез - келген функция. Егер

J  \ f \ ( Z ) d £  = f ( £ )  деп белгілесек, u(£, q )  = f  ( £ )  + j(p(T)) 

болады, бүдан әуелгі айнымалыға өтсек

и ( х , у )  = f ( x  + y )  + —^ —<p(x2 - у 2) .  
х + у

Мына тендеулердің жалпы шешімдерін табыныз:
10- 11 хх + 2 иху + cos2 x U yy -  ciqx(ux +иу )  = 0;

11- и) у - 2 и ху + 2хих - и у = 4ех ;

1 1  иху+аих = 0 ;

^ху ~ 2 их - З и у + 6 и = 2 ех+у\

14- иху + аих + buy + abu = 0 ;

15- иху- х и х +и = 0;
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16. uxy+ yu y - u  + sinx = 0;

17. ихх- ( 1  + у 2 ) и уу-2 (1  + у 2 ) u y =0;

18. uxx + uxy -  2 -  Змх -  6 uy = 0;

19. + 2 и ху-Ъ и ху+4их - 4 и у +16(х + у )  = 0-,

20. 3uxx -  Ъііуу -  2 Uyy +  3ux +  uy = 2;

21. x u ̂  — у  ~ — 0,

22. uxx- e x uyx- u x = y e 2x;

23. cos2 у  и ̂ - 2  sin у и ^ -  Uyy + ux (sin у  + cos у  - 1)  + и у = 0

Мына жалпы жағдайда берілген Коши есептерін 
шешіңіз:
24. ит + их =  0 , и у=х= sinx;u

25. uxx - U y y + 2 u x +2uy -  0; и

26. и + уих + хиу + хуи = 0;и

у=х  ̂> 

у=0~ Х ’ Uy

у=3x =  °’U

у = о  ~

у=Зх = е~5х2, х < 1;

27. еуиху -Uyy +иу = хе2у\и 0 = sin х, и
>,=° 1 + х 2 ’

28. хихх+(х + у ) и „ + у и уу=0;
I

зи\ J = X ,их
' У=-I х

j - 2 х 2 , х  >  0 ;

29. ихх + 2(1 + 2х)иху + 4х(\  + + 2иу = 0;

х=о=у>их\х=о=2> Ы < ° ° ;

30. ихх -  6и ^  + 5иуу = 0; и v=x=sinx ,u ,=х = cos х ;у=х

31. х 2ихх- у 2иуу- 2 у и у = 0 ;  u\x=i = у ,их\х=1 = у , у  <0 ;
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32. = 0; илу 2 = 0,Ы>>=ДГ ^ =VR*H<1>
33. -  2 s in xu w - f 3  + cos2 x > w -  cosхиу =0;

y=cos X

xy

= sin X ,  U у-COS X '2  ■

Классикалық Коши есептері:

а) n= l жағдай (Даламбер формуласы):
34. и„ = ,  х  е (~со,+со), t > 0; и\ ,=0 = cos x, ut | /=0 = 0;

35- utt = uxx>x& f-oo.+oo;,t. > 0 ;u \/=0 = — , и, I/=0 = cosx ;
1 + x

36. u„ = 4uxx + x t , x e  (-co.+Qo), t > 0; u\ /=0 = x 2, ut | /=0 = x ;

37- Uu = «„ + sinx,x e  ( -oo,+co),t > 0; w| t=0 = sinx,w,|,=0 = 0;

3 8 - utt =.11 xx +  Л х е  ( '- 0 0 ,+ c o J , /  >  0 ; u \ ,=0 =  і ш х , 

и ,|/=0 = x + cosx ;

39- u tt = u x x + a e ~ ‘ , x e  f - o o ,+ c o ) , t  > 0 ; u ) t=0 =  6 s i n x ,

ut [<=0 = ccosx;
б) n=2 (Пуассон формуласы):
40. utt = Au + x 3 -  3xy2,

u(x, y, t)\ (=0 = e J cos _y, и, | f=0 = e y sin x ;

41. utt = o2Am ,

x, y, t )  I r=0 = cos(bx + су), и, 11=0 = sin(bx + cy);

42. u„ = a 2Au + ( x 2 + y 2 ) e ‘ , u (x ,y , t ) \ t=Q = 0,m, | ,=0 = 0 .

в) n=3 (Кирхгоф формуласы):
43. utt =8Au + t 2x 2 . и t=0 ' :У2.Щ 1=0 -  z
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44. utt — q Au + ( x  + 4' + z )c , и j [-Q —iif I /=o — 0 .
Төмендегі бірінші ретті дсрбес туындылы дифферснциалдық 
теңдеулер үшін Коши есебін шешіндер:

45. 3их + 2и =0, и(х ,о )  = <р(х);

46. 2и х —и = х cos х, и (х ,о )  = 2 + х;

47. их + Ъиу = 3у е х, и (х ,о )  = 0;

48. их -  2u v + 2и = 0, и(х ,о )  = sin х;

49. 3их - и  + ( х  + 3у)и  = 0, и ( х ,х )  = (р(х);

50. и х + и + sin(х -  у )и = 0, и(х,0)  = cos х;

51. 4их - 5 и у +10и = 0, и ( х - х )  - х е ~ 2х;
X

52. 5иг -  Зил, + Зи = 0, и(х,---- ) = 3х;
у 5

53. R 3 кеңістігінде толқын тендеуінің г мен t тәуелді жалпы 
шешімі

u(r , 0  = f ( r  + at) + g ( r - a l ) , 2 2 2 9г = х  + у  +Z
г

формуламен өрнектелетінін корсетіңдср, /  ( х )  пен

g ( x )  е С кез - келген функциялар. Мұндай шешімдер 
сфералық толқындар дсп аталады.
54. R 3 кеңістігінде толқын тендеуі үшін Коши есебін мына 

и( r,0 ) = (р( r ), u t (r,0 )  = i//(r)
шарттармен шешіңдер. Шешім регулярлық болуы үшін 
берілген <р(г) мен і{/(г)  функцияларға қандай шарттар 
қойылады?



3. Толкын тенлеуі үпіін Коши есебін катарлар аркылы шешу
адісі

Егер х = ( х, ,х2 ,...,хн ) е  R" ,t > 0 болғанда толқын 
тендеуі

П

X v ,  ~ и" ^ °
7=1

мына бастапқы шарттарды
и (х,0 )  =-ju(x) , w,(x,0) = v(x) 

қанағаттандыратын шешімі
оо

x , t )  = X
к—0

Л к  Лк+ \

------- Ак/и(х) + ------------ Akv(x)
( 2 k ) l  ( 2 k + 1)!

(2. 12)

қатармен анықталатынын тексеру қиын емес.
Ал біртекті емес тендеулер үшін Коши есебін Дюамель 

қағидасын пайдаланып шешеді.
Көмекші Коши есебі
cot l -Aco = 0 , &>|,=r = ju(x ,t ), cot \t=T= v (x , r ) , t  > т 

(3.5) есептің шешімі мына

м(х,Дг) = Х )
4=0

( t - r ) 2k , к . . ( / - г )2*+1 к 1
------- -— А' Li(x , t) + ■—--------- A v ( x , r )

(2 к )1 (2* + 1)!
(2.13)

қатармен аныкталады.
Мысал. Тендеу иа = Awfх,y,z, t ) ,  ( x . y , z )  е R , t>  О

үшін бастапқы шарттар w|(=0 = х 2 + у 2 + z 2 , ut (x ,y , z , 0 )  = ху 
болсын.

Бұл есепті (2.12) формуланы пайдаланып
, 2 4

и(х ,у , г , ( )  = ^
к=0

? . 2 , 2

, 2Аг+1
А*(х2 + ^ 2 + z 2 ) + тт^— — Д*(*У)

( 2к )! 4 ' ' (2к + \)\
-  х ' + ' + z l + З?2 + ху? шешімін аламыз.

Мысал._Мына Коши есебін
ип = Аи( х {, х 2, х3 , t ) + ах] +Ы,

u \t=0= x lx 2 x 3> u t\t=o=  х \х г + х з

шешщіз.
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Шешу: Есептің шешімін м = v + w түрінде іздейміз, 
мұндағы v( х, ,х2 ,х3 , t ) функция

v„ -  Av = O,vj,=0 = x,x2x3 ,v ,|f=0 = х ,х2 + х з (2.14)

есептің шешімі, ал и'( х, ,х2 ,х3 , t ) болса

wn - A w  = f ( x x,t) ,w \ l=0 = w, \ , =0 =0  (2.15)
есептің шешімі:

Есеп (2.14)-шешімі (2.12) қатармен өрнектеледі, ал есеп 
(2.15) - Дюамель қағидасын пайдаланып (2.13) қатарды 
интегралдап табамыз. Қосындысы есептің шешімі:

J_
2 ' 6

Қатарлар (2.12) мен (2.13) пайдаланып мына Коши 
есептерін шешіңіз.

м(х, ,х2,х3Д) = х ,х2х3 + t ( x xx 2 + х 3 ) + —flfXj/9 + —Ы 2

1= 0 ’
-  0~*\ ■55. и „ -А м = 0 , и(х 1, х 2 , х 3 ,0) = е и,

56. ип -  Аи = 0, и (х 1, х 2 , х 3 ,0) = — , и , I/=0 = 0;
Хі

57. и„ -  Аи = 0,

и(х 1, х 2 , х 3 ,0 )  = еХ] cosx2, wJ,=0= х2 cosх3;

58. и,, A  X \ t= Am + —
1 + t 2

>

u(x l , x 2 , x 3 ,0 ) = X, sin x2 > Mf \ t- о II X cos x  3;

59. u„ = +bx2, u(  x,0 J m, fx.O j = a;

60. utt 2 1 = a Am, щ =0 = e Tcosy, 4,=o = x 2у 2

61. u„ = й,2Ам, m| u=0 = z  cos—( x  + y),  
2

«/|/=

62. u„ = 4A u + t ( x 2 + y 2), 4 = o == e y sin x, M' L  =
63. utt = 9Am + fx  + y )ze  * 4=0 = 0, u,\t=0 (*  +

64. U„ = Am + 2xyz и 1=0 —X2 + y 2 - 2 z 2 j (=0=1
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65.

и

66. u„

67. u„

68. U„

Г)= Au + 6 te s in y co sz ,

,=0 = ex+y coszy f l ,u , j(=0 = e3y+4: sin5x 

= a 2 A u , u\ ,=0 =m( t=0 = x 2 + y 2 + z 2 

— a 2 A u , и|,=0=и,

= 8Au + t 2x 2, и la0= y 2 ,ut

f=o= cos -Jx2 + y 2 + z 2

1=0 -  z 2 .

4.Жалгастыру әдістері

Мына Коши есебінде
69. utt = а 2ихх+ f  (x, t) ,  u(x,0) = (p(x), ut (x,0)  = y/(x),

берілген белгілі функдиялар f ( x , t ) ,  <p(x), y/(x)
аргумент x бойынша тақ функция болса , онда шешім 
и ( 0 , t )  = 0 , ал жуп функциялар болса, онда их ( 0 , t )  = 0.
Осы түжырымды пайдаланып төменгі шекаралық 
есептерді жалғастыру әдісімен шешіндер.

70. ии = а 2ихх, х  > 0, t > 0, u(0,t)  = 0, t > 0,

u(x,0 )  = х  + \, ut (x,0 ) = х 2 + х;

71. ut t = a 2uxx, x > 0 , t > 0 ,  ux(0,t)  = 0, t > 0, 

u(x,0 )  = x + sin x, u,(x, 0 )  = i//(x);

72. . u„ = a 2^ .  + x  + t, x > 0, t > 0, u(0,t)  -  0, t > 0,
u(x,0 )  = q>( x), ut (x, 0 ; = 0;

73. utt = a 2uxx+ f ( x , t ) , x > 0 , t > 0 ,  ux(0 ,t)  = 0, t > 0, 

u(x,0 )  = x 2 +x, u, ( x,0 ) = 0;

74. utt = a 2uxx+3xt, u(0,t)  = 0, t > 0, 

u(x, 0 )  = 0 , ut ( x ,0  )  = i//( x);

75. utt = a 2uxx, x  > 0, t > 0, ux(0,t)  = 0, t > 0,
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u(x,0 ) = \ + x 2, ut (x,0 )  = x  + 2  .
Тура толқын f ( x - a t )  көмегімсн, шекаралық әсгрді 

таратып, төмендегі есептерді шешіндер:

76. ип = а 2 ихх, х  > 0, t > 0, и(0, t)  = /u(t), t > 0,
и(х,0 )  - и , ( х,0)  = 0;

77. utt = a 2 uxx, x > 0 , t > 0 ,  ux(0 , t )  = v(t),  t>0,
u(x,0 )  = ut (x,0 )  = 0;

78. ип =  с^и^, х > 0, t > 0, ux(0,t)-hu(0,t) = %(t), t>  0, 

u(x,0) = ut( x,0) =  0 .
Төмендегі қарапайым есептер тізбегін жіктеу өдіеімен 

шешіндер:

79. ul t - a 2 uxx, u(0 ,t)  = fi(t), t > 0 , 

u(x,0 )  = <p(x), u1(x,0 ) - y / ( x ) ;

80. utt - a 2uxx + f  (x , t) ,  ux ( 0 , t )  = v ( t), t > 0, 

u( x , 0  )  = ut ( x , 0  ) = 0;

81. utt = a 2uxx + f ( x , t ) ,  u ( 0 , t )  = ju(t), t>  0, 
u(x,0 )  = <p(x), ut (x,0 )  = y / ( x ) .

§ 2. Жалпылама Коши есебі. Курса мен Дарбу есептері

Классикалық Коши есебінің бастапқы шарттары 
берілетін тұғыр / = t0 жазықтығы болатын. Қолданбалы
математикада бастапқы шарітар берілстін копбсйне t = t0

жазықтығынан болектс болуы мүмкін. Бірақ ксз-келген 
жатық көгібейне бастапқы шарттардың түғыры бола 
алмайды. Берілген көпбейне S  ,.түғыры болуы үшін теңдеудің 
сипаттаушы бетпен жанасатын ортақ нүктесі болмауы керек. 
Көпшілік жағдайда толқынның тендеуі үшін бастапқы 
шарттар
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(2.16)Q(grad(p) = Y^(p\ -  a 2q>f < 0
i=1

теңсіздігін қанағаттандыратын бетті /кеңістік типті/ алады.
Коши есебінің жалпы қойылуы: (1.1) толқын тендеуінің 

бастапқы шарттарды

= f ( ¥ )  (2.17)
s

қанс "аттандыратын шешімін табу мәселесін Коши есебін 
жалпылама қойылу есебі деп атайды.

Мүндағы f 0 (M ) ,  f \ ( M )  S  бетте анықталған жатық

функциялар, ал N  вектор S  бетпен жанаспайды.
Егер п - 1 болса, онда (2.16) шарттың орнына

<РІ Ф а2(рf  шартты орындалатын сызықтар алса жеткілікті.
Осы Коши есебімен қатар, толқын тендеуі үшін басқа да 

есептер қарастырылады. Егер сипаттаушы бет <р(х, t)  = 0 
конус болғанда:

Y ( x , - x ° f  = a 2 (t-lо/  (2.18)
(=1

мына есеп қойылады: (2.1) толқын теңцеуінің (2.18) конустың 
ішінде

и\3 = Ф ( М )  (2.19)
шарттың қанағаттандыратын регулярлық шешімін табу 
Кошидің сипаттаушы есебі деп аталады. S - конустың беті. 

Егер п = 1 болса, онда конус (2.18) ( x 0 , t0)  нүктсден
өтетін екі қиылысатын х - х 0 = t - t 0 , х  -  х 0 = t0 - t

'У

түзулерден тұрады. Бұл түзулер R жазықтықты 
төртбұрыштық аймаққа боледі. Әрбір бүрыштық аймақтар 
үшін Гурса есебі қойылады.

Гурса есебі: D = {(x ,t) :  0 < х < оо,-х < / < х} аймақта
толқын тендеуі

utt = a 2Uxx (2.20)
шекаралық шарттарды

ди
aiv
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I x-at=()=0 = <Pi(x ), и\х+а(=о=<Рг(х), (P\(0) -  <p2 (0 )  (2.21)
қанағаттандыратын регулярлық шсшімін табу керек.

Сипаттаушы емес беттерде шекаралық шарттар 
қойьиіатын есептер бар. Солардың ішіндегі ең қарапайымы 
Дарбу есебі:

Сипаггауыш х -  х0 = t - 10 , х  -  х0 = /0 -  / түзулермен 
шектелгсн Q аймақ екі қисықтар:
Sj : t = sx(x),  S 2 : l  = s 2 (x), х > х 0, sx( x 0)  = s 2 ( x 0)  
шектелген жөне ол қисықтар үзіліссіз оның үстіне

dx dx
шарттарды қанағаттандырады.

Дарбу есебі: D  s  {(x,t) : sx( x )  < t < s2 (x),  x > x 0}
аймақта (2.20) тендеудің
иі~ ~ ¥ \ ( x )> « L  =V/ 2 ( X)- x > x 0 p l( 0 )  = y 2 ( 0 )  (2.22)

қанағаттандыратын регулярлық
S\ is2

шекаралық шарттарды 
шешімін табу керек.
Мысалы. Жарты жазықтық х >  at аймақта теңдеудің (2.20) 
бастапқы

u\x=kt = <Р(х), и,\х=кі = у/(t), к2 Ф а2
шарттарды қанағаттандыратын шешімін табу керек.

Шсшуі: Шек теңцеуінің жалпы шешімі 
u(x , t )  = f ( x - a t )  + g ( x  + at)  

болғандықтан, бастапқы шарттардан

f (  x - j x )  + g ( x  + j x )  = (р( х),

- a f ' ( x - j - x )  + a g '(x  + j x )  = i//(x )

жүйені аламыз.
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Б ұ л  ж ү й е д е н

^ ( р ( х ) -  \y/(£)d%
л

~ < р (х )+  J Ч Г(£ Щ

f ( k xx ) 0
( a a
---- 1-----
k{ k2

- , g ( k 2 x )  = о
a a---- J-----
k\ k 2

k = * z £  k  = A ± £
1 к ’ 2 к

жалпы функцияларды анықтап, оларды 
қойсақ

и ( х , у )  = ^ (а  л-к) ф
а(х  + at)  

а л-к
а( x+at)

+ (a-k)q>
а(  x — at)  

a - к
+

+ ■
а 2 - к 2 а+!с

4а- а( x-at) 
а-к

есеитің шешімін анықтаймыз.

Томендегі Кошидің жалпы қойылған есептсрін шсшіндср:
82. ип = 9 ихх, -  со < х < со, t <х, и\ =<p(x),ut \ x=f = 0;

83. и„ = 4ихх, и\х=ч = 0, и,\х=_( = цг(х);

84. utt = ихх. « |* = /  = <Р(х), ut\x=t =  у/(х);

85. ип = 3ихх + 6xt, и\ = 0, и,\. = 0;
. . ,

86. и„ = 4и„  + хе , \x=3>t = °- и‘ \х=зt =хе ■
2 287. Берілген х + у  = 4  шеңбер доғасының қандай

бөліктері тендеу ин = ихх үшін жалпы қойылған Коши
есебінің бастапқы шарттар түғыры бола алады? (2.17)
шарттардағы N  бағыт шеңбердің нормалы болғанда Кошидің 
жалны қойылған есебін шешіндер.
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88. Коэффициенттері А, В, С үшін қандай шарт 
орындалғанда жазықтың Ах + By + Ct = 0 жалпы қойылған 
Коши есебінің бастапқы шарттары (2.17) тұғыры бола алады? 
Бастапқы шарттар

А В ди 
~ ~ С Х ~ С У’ 8 N

С

у А 2 + В 2 + С 2
түрінде

берілген Коши есебін шешіндер.
89. Егср x ,y , t )  -  (п  — 2)  дәрежелі біртекті 

полином болса, онда
,  . ^  (~\)к р 2к+2ПкФ

и (x , y , t ) = y  --------------------------- —-------------------------------
fa (2 k  + 2 ) ! ! { (2 n - l ) (2 n -3 ) . . . ( 2 n - (2 k  + l ) ) }

біртекті емес тендеу
u^+Uyy-Utt  = Ф  ( x , y , t )

шешімі болатынын тексеріңцер. Мүнда р 2 = х 2 + у 2 - 1 2 ,

(2.23)

Пи = ихх +и\ -  иtt толқын операторы.
90. Біртекті емес теңдеуді

ип = А и + xyt
2 2 2сипаттаушы конус S : х  + у  —t = 0  шекарасында берілген 

и| = 0  шарт орындалатын шешімін табыңцар.
Томендегі Дарбу мен Гурса есептерін шсшіндср:
91. uxy=0, 0 < у < а х ,  х > 0 ,  у > 0 ,

и\у=0= / М  Цу=ах = 8 (х), f(0) = g(0).

92. и 

и
ху = 0,

1х=0
= 0,

у  > ах, 

и\| у=ах

х  > 0,

=  0.

а  < 0 ;,

93.  иху+их =х,  х > 0, у  > 0 ; и \х=0 = у 2 } м| = х 2 .

94. иху + х 2уих =0, х > 0, у >  0; и\ =0, и\ = х.

95. иху+иу =\, х > 0, у >  0,
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H.v=o = v( y)> u\y=o = x)> = ?('°̂ ;
96. Сипаттаушылары x - a t  = 0, x  + at = 0 берілген, 

шекаралық
u\ = <p(x), u\ =w(x) ,  0 < x < oo,

және үйлесімділік
<P( 0) = y/(0)

шарттарды қанағаттандыратын (2.20) тендеу шешімін 
табындар.

97. Егерде№96 есепте (р(х), ү ( х )  функциялары 
сәйкес ( 0 , р ) , ( 0 ,q )  аймақта анықталса, онда толқынның 
таралу аймағын табындар.

98. Сипаттаушылармен x - a t  = 0, х + at = 0,
х -  at = d, х  + at = d  шектелген төртбұрышта (2.20) тендеуі 
үшін Дирихле есебі қисынды қойылған ба?

99. Бірінші ширек ( t  > 0, х > 0)  аймақта ии = 4ихх 
тендеу үшін шарттар

и(х,0) = <р(х), 0  <  х  <  со, u(0,t) = y/(t), 0  <   ̂ < о о ,

<р(Q) = y/ ( 4  <p"(0 )  = y/"(0 ) 
берілсе, шекаралық есеп қисынды бола ма?
100. х = 0 мен х = 2 t түзулермсн шектелген бұрышты 

аймаққа ип -  тендеу мына

u( 0 , t )  = (p(t), и ( х , ^ )  = у/(х), (р( 0 )  = у/( 0 )

шарттармен берілсе, шекаралық есеп қисынды болады ма?
101. t = 0 мен t = ^ 2  түзулермен шектелген бұрышта

мына utt = 4uxx, u (x,0)  = (p(x),,

u (x ,—) - \ j / ( x ) ,  0 < x < d ,  <p(0 ) = y/(0 )

есептің шешімін және шешімнің таралу Q аймағын 
анықтандар.

102. Түзулермен х = 0, t -  х  шектелген аймақта мына
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uu ~ uxx> 0 < t <2, u(x,0 ) = sint, u (t,t)  = t есепті
шешіндер жоне шешімнің таралу Q аймағын анықтандар. 

103. х  -  at -  0 мен х + at =  0 сипаттаушыларда мына 
 ̂ди 1 ди ^

дх a dt
u\x=at=<p(x), = у/(х), 0 < х < о о

J  х = - a t

шарттарды қанағаттыратын (2.20) тендеудің шешімін 
табындар.

104. x - a t  = Омен t = Отүзулермен шектелген аймақта 
мына

ди ,
= <р(х), 0 < jc < 1, и\ _ =у/( х), 0  < х  < 2

t=оdt
шарттарды қанағаттандыратын (2.20) тендеудің шешімін және 
шешімнің таралу Q аймағын анықтаңдар.

105. Q  : х + 2t = 0, х  +  2t =  0  ,

х  — 2t -  d, x  + 2t = 2d түзулер шект'елген аймақ.
x  = 0 мен х  = 3t түзулермен шектелген бұрышта мына 

есепті
ut t - ^ uxx’ u(0 ,t) = t 2, u(3t,t) = t 3, 0 < t < 3

шешіңдер және шешімнің таралу аймағын анықтандар. 
Кейбір шекаралық есептерді шешу мәселесі мынандай

Р ( х )  + / л Р [Х (х )]  = f ( x )  (2.24)
функционалдық тендеуді шешуге келтіріледі.

Егерде
/ ( Л т ( х ) ) < М Г 0 < М  < 1

ш арт орындалса, онда (2.24) теңцеуді итерациялы қ өдіспен 
шешуге болады ж әне шешімі

Р(*)  = Ү ( ~ \ ) тМт/ ( Г ( х ) )  (2.25)
т=0

ф ормуламен анықталады.

М үнда Хп(х )~  Лт~1 (Л(х)), Л° ( х )  = х .
(2.25) өрнекті пайдаланып, м ы на есепті шешіндер:
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1
106. Түзулер 1 = кхх, 1 = к2х , --< кх < к2 < —

2 2
шектелген аймақта Дарбу есебі
ии =Аыхх, х > 0 , и(  х ,кхх )  = <р(х), и (х ,к 2х )  = у/(х), ср( 0 )  = у/(0 )
үшін (2.24) функционалдық тендеуді анықтандар жөне Дарбу 
есебінің шешімін табыңдар, егерде 

а) кх — 0, к2 = к >0  болса;

б)& (= -— , ^2 = (р(х) = Ц/(х) = х болса;

, 1 , 1в) кл = — , к2 = — болса. 
1 2 2 2

1
107. Түзулер 1 = 0, 1 = — х шектелген аймақта Дарбу

4
есебін

= 4 ^ ,  х  > 0, и(х,0 )  = m s х, и ( х , у ^ )  = х  шешіңцер.

108. Түзулер 1 = 0, 1 = — jc шектелген аймақта Дарбу 

есебін
11 it = и хх> 0 < х < 1, и(х,0 ) = <р(х), и ( х , * ^ )  = \j/(х )  шеші 

ңдер жөне шешімнің таралу Q аймағын анықтандар.

§3. Риман функциясы әдісі

Сызық Г жөне нүктеден өтетін сипаттаушылармен
шектелген D аймақга
Lxyu(x,y) = uxy+a(x,y)ux +b(x,y)uy +c(x,y)u = f ( x , y ) (  2.26)

теңдеуді қанағаттандыратын және Г сызықга u\ г , u \ , u y | г
шамалар белгілі и(х,у) функцияны табу керек; әрине, Г 
сызықга

du du . I du I

шарт орынды, мұндағы y=y(x) функция Г сызықгьщ тендеуі.
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Бұл есепті шешу үшін, оның шешуі бар деп жорам- 
алдап, қосымша v = R ( x , y ; ^ , r / )  функцияны төмендсгі 
шарттарды:

1) . 1 4  Д( I/)=0; (2.27)

2) . R x( x , y , ^ , r } ) - b ( x , y ) R ( x , y ; ^ , j j )  = 0 , егер 
у  = jj (яғни МА түзуде);

3) . R v( x , y ; ^ , T j ) - a ( x , y ) R ( x , y ; ^ , T j )  =  0 , егер 

х = £ (яғни ВМ түзуде);
4) . R (4 ,tj;4 , ij) = 1

қанағаттандыратыидай алсақ Коши есебінің шешуі мына Риман 
формуласымен

и ( М )  = ^  [и(А )R(A; М )  + и (В  )R(B; М  )] +

+ — [[(̂ 7? их —Rx и + 2 bR и )dx - ( R u y -  Ry и -  2 aR и )dy\+
2 AB

+ Jjtf f  dxdty (2.28)
D

анықталады. Бұл жерде біз 2), 3) шарттар жай
дифференциалдық теңцеулер болғандықтан 4)-шартты 
пайдаланып

X
R( x,ij\ %,ті) = exp fb(A,r/ )drj , (2.29)

4

R(%, y;4> l )  -  exp \a(^,A)dA  
n

теңціктерді қолдандық.
(2.26) тендеу үшін Гурса есебінің х = х0, У = Уо сипа- 

ттаушыда берілген
и(х,Уо) = ф(х), и (х 0 , у )  = у/(х), ф(х0)  = ф (у0)  

қанағаттандыратын шешімі мына формуламен анықталады: 
и( х, у )  = R( х, у 0; х, у)<р( х )  +
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+ R ( x 0, у; x, y)y /(  x )  - R ( x 0, y Q; x, у  )<p( x0)  +

+ f
*oL
У

b (  4, y Q ) R (  4 , y 0; x , y ) -  — R (  4, y 0 / x, y )

+ [ a (x 0 ,Tj)R(yQlr j ; x , y ) - — R (x 0 ,7i ; x , y )  
J ОТ]yoL

< р($Щ  +

W( T])dr/ +

+ j  ) f (  n )R (  л ; х ’ y ) d& v
JtOJ'O

Демек, Коши мен Гурса есебтерін шешімін Риман 
функциясы әдісімен шешу мәселесі v = R(x ,y ;£ ,r j ) -Риман 
функциясын құруға келеді екен.

1-мысал. L Ivu = иху = 0 тендеу үшін Коши есебін шеш- 
ейік. (2.27) шарттармен (2.29) өрнектерді пайдалансақ 
L*xy R(x, у; 4, т]) = Rxy = 0, R(x, 77; 4, ?]) = 1 және R(4, y; 4,r/) = l ,

демек R {x ,y \4 ,V )=  1 •
Олай болса Риман формуласы (2.28) бойынша

и ( М )  = —[и(А) + и (В )]+ — \[uxd x -u d y \ ,
2 2 J

жаца айнымалыларды х+у=Х, х-у=Т деп енгізейік, онда 
u xv = 0 тендеу итт—ихх= 0 түрге айналады да, оньщ 
шешімі

и ( М )  = - [ и ( А )  + и ( В ) ] + -  f (ux +uT) - ( d x  + d T ) ~
2 2 ав 2

-4 j ( u x - u T) ^ ( d x - d T )  =
2  А В  2

= —[ и ( А )  + и(В)] +  — \(uTdx + uxdT ),
2 2 J

А В

Егер бастапқы сызық үшін Т=0 (х=у) өсті алсақ,, онда 
dT=0 жөне М нүктенің коордииатасын (Х,Т) деп алсақ, онда
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А,В сипаттаушылардың Т=0 өспен қиылысу нүктелері А(Х- 
Т,0), В(Х+Т,0), демек Коши есебінің шешімі

1 _  1 х+т
и ( Х ,Т )  = - [ и ( Х -T ,0 )  + U ( X  + T ,0 )J + -  \ит (Л ,0)d XО / J

' х-т

ал бүл кәдімгі Даламбер формуласы. 
2-мысал. L и = Х2ихх -  у 2и. = 0

теңдеудің

х у  X X  у  у  у

“L i = / ( * ) .“ v|v=i = F(x)

(2.30)

(2.31)
шарттарды қанағаттандыратын шешімін табу ксрек.

Бұл (2.30)-теңцеуді g = xy,Tj = алмастырулар арқылы

1 nис п - ^ ип = ° (2.32)

канондық түрге келтіреміз.
Ескі координата бойынша у= 1 түзу жаңа координатада

# 7  =  1
тең бүйірлі гиперболаға айналады.

(2.33)

Ал х = — және у  = -Jgrj
Л

өрнектерден

ди

н Ф1=I
1 ди 1 ди 1 . 1 п ,м
2 ~дх + 2 £ 9 у 1 ^ =] ~ 2 ^  ^  + 2 4  ^  ’

+ = - £ - / ’(  £)  + і ғ (£),  (2.35)
2  дх 2  Өу һ1 2  2

және и|й=, = / ( £ ) .  (2-36)
Енді (2.30)-(2.31) есеп бойынша Риман формуласына

= 0,9 = — —, /  = 0 екенін ескерсек, онда

<9//

97/
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^ о . Л о  )  =  ^ [ ( w ) b  + ( u v ) a ] +

Z AB l
+ du dv uvл

V--------ll--------------
, %, as  5

л ди dv
v ------и — dr\

У У

(2.37)

Ал Риман функциясын v(^,rj-,^0 ,lj0 ) аныкдау үшін 
жоғарыдағы 1)-4) қасиеттері бойынша ол түйіндес 

I
v4n н----- vn -  0 тендеуін және сипаттаушыда

К ^ 7 о ;5 о » % )= е
-J‘ іі

ч 4 , егер МА-да болса; (2.38)

jodij
v( 4  4 » % ) = = 1 . егер MB-да болса.

Сонымеи іздеп отырған Риман функциясы

Ч 4*7;4> % ) =

(2.39)

(2.40)

екеніне оңай көзіңізді жеткіземіз. Сондықтан
(2.34),(2.35),(2.36) және (2.40) өрнектерді (2.37) формулаға
қойып жөне и ( В )  = Д ^ 0 ),и( А )  = / ( ] /  ),

/  чо

В ) — 4 ’Т- ’ 4 ) ~~  ̂ A ) — v( ,//ц, ц0,7о ) =~ -J
4о 7о

тендіктерді ескерсек, онда (2.37) мынадай

и(£оЛо):

+

2 2

Ж Л п 4 ) „

■ /(— > +
щ

1/

I4 J
fo £ /2

/
*  Г 2

түрге келеді. Есьсі х,у айнымалыларға өтсек
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u ( x , y )  = )~ f { ; x ,y )  + ?- f ( - )  + 
2 2 у

f i y X/\ F { z )
4 J

dz

түріндегі есептің шешімін аламыз.
Жоғарыдағы Риман функциясы қасиеттерін және 

келтірілген мысалдарды үйрене отырып, мына есептерді 
шешіңіз.

109. Мына ил  - ип + Ли = 0 теңцеудің ^  = x  + t,rj = x - t  
айнымалылар үшін Риман функциясы

R(^,Tj;x,y) = l 0( j U y f ( 4 - ^  ) )

болатынын тексеріңіз, мұндағы /л1 = —Л , ал І0 -Бессельдің 
нөлінші ретті функциясы.

110. ихх -  ип + Ли = 0 тендеудің

и( х,0 ) = <р( х ),ut( х ,0) = у/( х )
шарттарды қанағаттандыратын шешімін 109 есептегі Риман 
функциясын пайдаланып шешіндер.

111. ихх -  ип +Ли = 1 тендеудің и (х ,х )  = и ( х - х )  = 0
шарттарды қанағаттандыратын шешімін 109 есепті 
пайдаланып шешіңіз.

112. и^у + 2 их +иу + 2 и = 1, 0 < х ,^ < 1 ,

113. хуи + хих - уи - и  = 2у, 0 < х ,у  < оо ,

Іху=1 = 1 -У , \ху=І
х  - 1 ;

114. и + -------(их +и ү) = 2, 0 < х ,;у < со ,
х + _у

I 2 Iи\ — х , и..\ = 1 + х;Iу=х х\у=х

115. 2иху - е  xUyy = 4х, -с» < х ,> '< о о

и\ - x 5 cosx, и г\ = х 2 +1Iу-Х хIу-Х
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Жауаптары
1. ( x ° , t 0)  нүктс үшін t = 0 көпбейнеде төуелділік

аймақтары:

п = 1, х - х < a 2t l ,  - кесінді ( х 0 - a t 0 , x 0 +at0)  ;

п - 2 , ( х - х 0 ) 2 + ( у - у 0 ) 2 < a 2t 2 - дөңгелек;

п = 3, ( х - х 0 ) 2 + ( у - у 0 ) 2 + ( z - z 0 ) 2 < a 2t 2 - шар. 
2. а) Параллелограмм:
{ х - 2  t = a, х  + 2  t= b ,  х + 2  t - a ,  х - 2  t = b}; 

б)Квадрат:

\ x -  —  t = 2 , х  + лЯ о, „ V io . „ VTo  ̂ J—— 7 = 2, х --------7 = 3, х  + ------ 1 = 3

7 өсін айналган дене-тор;
с) Конустар

1-7  = 2Лl x 2+ y 2+ z 2 , < / < 1 мен

1 + / — 2д/х 2 + j/2 + z 2 , f-1  <7 <0,)
шектелген аймақ;

3. a) / > 0 түзулер х + 3t = lx мен jc -3 t = l2 шектелген
аймақ, t < 0 түзулер х -  37 = /, мен х + 3t = /2шектелген
аймақ;

б) 7 > 0 , x 2 + у 2 = (l  + t ) 2 конустың іші,
2 2 27 < 0, х + у  =( l  — t)  конустың іші; 

с) 7 > 1, х -7  = -1, х + ̂  = 1 түзулермен шектелген,
/ < 1, х — / = 1, х + 7 = -1  түзулермен шектелген;

Х3 +Зх72, Х2_У + >’Г2, х_у2 +х72,
4.

y 3 +3yt2, х 2/ + ^ 3, 2 1 з
* + з ' -

ху//
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5.

6.

и
2  V 1 2

О L mi = тп+1 >
г=1

/И
а =

2 2 2+ «2 +... + W„

7. a) толқын есмес; б) толқын емес; с) a = —=■; r) a = 1.
V3

10. и ( х , у )  = Ф ( у ~  x  + cosx )  + xV(  у  -  x - c o s  х),
(х+2у)

11. и ( х , у )  = 2 е х +е 2 <р(у) + у/(х + 2 у ) ;

12. и(х, у )  = <р(у) + і//(х)е~ау;

13. и ( х , у )  = е х+у + [<р(х) + і //(у)]е3х+2у ;

14. и ( х , у )  = [<р(х) + і//(у)]е~Ьх~ау;

15. и ( х , у )  = х<р(у)-<р'(у)+ \ ( x - ! ; ) y f ( € ) e & d £ ,
о

нүсқау: их = v деп алмастырып => « = xv -  v , vx>, -  xvr = 0,
у

16. u( x, у )  = sin x  + x )  + g ' (  x )  + j\ f (  t j) (  у  -  7i)e~x,7dr j ;
0

17. u ( x , y )  = f ( x  + arctg y )  + g ( x - a r c t g  y ) ;

18. и = ey~2xf ( x  + y )  + g ( 2 x -  y ) ;

19. u ( x , y )  = ex+yf ( y - 3 x )  + ( x  + y - l ) ( y - 3 x )  + g ( x  + y)-,
3 y - x

20. u ( x , y )  = x - y  + <p(x-3y)  + i//(2x + y )e  7 ;

21. u(x, у )  = ф(xy)  + J\xy\ у/
\ У )

бүл әрбір квадрантта.

22. и ( х , у )  = f ( y  + ex )  + g ( y )  + ~ ( y  + e x ) ;
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23. u ( x , y )  = \ (x+y+cosy> ,
yJ f(x~y + cosy) + g(x + y + cosy)

24. и = sin у  -1  + e x~y ;

25 .и = х - у - ~  + 1 е2У- 
2 2 ’

x2+y2
26. и = ( у  -  3xJe 2 ( y < 3 );

27. u ~  ^  —1) +*’ГГГ+Х ~(Х + еУ ~ l f  J
6

+ arctg(x + ey -  \)  -  arctgx;

28. u = ~  ( y > 0 );
7

29. и = 2x + _y-x2;

30. И =  5 £ ± z .
2 2 2 6 '
J  2x2v

I 7 + ~ T “  (' х > о л '

32. U = - \ y / 5  _ |x|/2

33.0 = e ' 4 - > z £ 2 « )+ І7ИІ—

34.1/ \cos(x +1) +cos(x ~t)j:
„  135. w = —2 + -

_і + Г * + /;2 i + ^ x - ^

36. u = x 2 +x t  + 4 /2 + - x 7 3 ■
6

37. w = .s'w x;

+

7

[ s w f .Х+ t ) -  sin(.x-t jJ-
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38. u = xt + sin(x + t )  — (\  — cht)ex ;

39. u = at + a(e~‘ - \ )  + b s in xco s t  + ccosxs in l ;
1 2 40. u = —t 
2

(x3 -З х у 2) f  ex cos у + tey sin x; 

'+и = cos(bx + cy)cos[atyJb2 + c 2 j
sin( bx + cy) s inlot v b 2

41. 1
+

av'V + c 2
+ c

42. и = (x2 + y 2 + 4 а 2 \е '  - l - f ) - 2 a V ^ l +  ^ /

43. и = у 2 + t z 2 + 8 12 + - / 3 + — / 4x 2 + - - t 6;
7  3 12 45

44. и = (x2 + y 2 + z2 \ e ‘ - 1  -  f ) -  a  V  (3 + 1);

[ 2 x - 3 y ]
45. и = ^  -  J ;

46. и = 2 cos у -  x 5И + x + 2y;

47 . u  = e 3x ( y - e - y ) - e - x ;

48. u = ey sinl x  — — ;

49. и — (p
Х+3>Л У(х+3у)- (x + 3  у /

50 . u  = c o s ( x - y ) e ysin(x-y);

51 .u  =(5x  + 4 y ) e 2y;
3 x+ 1 5 y

52. u —5e 10 + 3 x -5 .
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54 .

u(r , t )  = ( z  + at )<p( r + at) + ( r -  at )(p( r - a t )  1 r+at

2  r
+ -

2  ra
jrj<p(7i)dTj;

r-a t

<p(r)sC 3 ( r >  0), ( p ( r ) e C 2 (r  > 0) <p'(0) = ys'(0) = 0. 

55. и -  e X] cht + e~Xl sht;

56. и =
Xl ~Г

57. и — e 4  cos x 2 + x 2 cos x 3 sin t;

58. и = x, sin x 2 cos t + x 2 cos x 3 sin l + x,

59. u ~ a t  + — bx2t 2 + —  b t 4 +e~xcht;
2 12

— ln(l + i 2 ) - 1 + arctgt
2  v '

,  . , 2 2  (at Y  , 2 2 v (a tУ60. u ( x , y )  = e cosy  + atx у  +-— — ( x + y  )  + ■
15

1
at

61. u (x , y )  = z c o s —( x  + y )e  2 +ex+yshat;

t ̂  41 ̂
62. u ( x , y )  = e~y sinx  + ( x 2 + y 2 +

63. u ( x , y )  = (x  + y ) e :sh 2>t + 3(x + y )z \e t (t  + \ ) - \ \

64. и = x 2 + у 2 -  2z 2 + 1 + t 2xyz;

65. и = ex+y cos(zJ2 )+ te3y+4z sin 5x + t 3e x '12 sin у  cos z;

( x 2 + y 2 + z 2 )  +2 Л
3;

66. u =( l  + t ) ( x 2 + y 2 + z z )  + \ 0 a 2t 

+ a 4t 4 (5 + t)

67 и = (cos at + ̂ s in a t ) c o sy jx 2 + у 2 + z 2 +
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i x 2 + y 2 + z 2

■ t cos at sin d x 2 + y 2 + z~

f  . 1 . )at sin at + — sin atV a

nn -J> 

1

V x 2 + y 2 + z 7

2 . -.2 - - 2 •s i n J x  + y~ + г

68. u = y 2 + tz 2 + 812 + ~ t 3 + — t 4 x 2 + - - t 6;
3 12 45

70. u(x , t )  =

a 2 x
x  + \ + ( x 2 + x j/  + —  t , егер x > 0 , / < —7

] , ,  x
x + — x + (at  +t)x,  егер x > 0, t > —;

3 a
71.

u(x , t )

x  + sin x  cos at + jW-z )dz, егер x > 0, t < —;
x+al

at + cos x sin at + •

2 a 

1

x-at 
x+at

2 a

at-x

Jy/( z )dz + I y/( z )dz
L о

егерx > 0, t > —;
a

72.

u(x,t) =

tp(x + at)  + <p(x-at)  1 о 1 3 л x
-------------------------- - + —x t 2 +—Г ,  егер x  > 0 , t < —

2 2 6 F a
q>(x + a t ) - < p ( a t - x )  1 

2 2 a

x  > 0 , t > —; 
a

3a + 2 3 4at -  3x
----- —̂xJ + ■—  -----xt

3a a
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73. u(x ,t )

 ̂ t x+a(t-t)

x 2 + 2 x + (a t ) 2 + —  \dz  f f ( z , z ) d z ,
2  a J J0 x-a ( t-т)

егер x > 0, t  < —;
a

1 “
x 2 + (a t ) 2 H----- fdz

2  a Jо

х+а(І-т) aft- г  ) - x

j f ( z , z ) d z  + J  f (  z, t )dz
о о

t x+a( t-т )I  £ t  t  J

— \dz  \ f  (z ,z)dz,  егер x  > 0 , t  >
\a - /  л , a

■ +
^ a  t - x/  x -a ( t- г )  L /  a

74. u(x ,t )  =

j  j  x+at

—xt2 + —  \y/(z)dz, егер x > 0, t  < —;
0  J , a-at

j  x+at

----- Jy/(z)dz, егер x > 0, t  > —;

2  a x-at

a at-x

75. u(x , t )  =

1 + x2 +(a t ) 2 + xt + 2 1, егер x > 0, t  <■

л 2 / \2 + ( cit)~ + 4 atl + x + (a t )  + —  1 7

a

2  a

егер x > 0, t  > —;
a

76. u(x , t )  =
p ( t ), егер t > —;

a

О, егер t < —, 
a
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77. u(x , t )  =

t - y

a jv (z )dz ,  егер I > — /
о

О, егер 0 < t < —;
a

78. u(x , t )  =
-ae h{ x-a t)

/ a
j% (z )eahzdz, егер t > —/
о

0, егер 0 <t<  — ;
a

79. wf'x , t )  =

q>(x + at) + ( p ( x - a t )  1
2 2a

jW %)d%, егер
-at

<p(x + a l ) -  (ptat -  x )  + l _ ‘^ (z )dz  + P ( t .

at-x

t >
X

a

, , „ ,3t + x , 3 t - x  .
82. и(х,г)  = 2 <р(— £ - ) - < р ( — ү - ) .

(x-21)

83. = ^  f w ( € ) d £
4  ~(x+2t)

84. Шешуі барлық уақытта бола бермейді- Егер

<р(х) = /  ( 0 )  + 2 f ( 0 ) x  + 2 f<//( £ > /£  онда шешімі
о
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fx+lj
2

u(x,t) = f ( x - t )  + f ' (0 ) (x  + t) + 2 \ц/(£,Щ, мұндағы
о

f  (x) - кез - келген ф ункция. 

85. u(x,t) = 2л/3 - 5 Гх - і 4 ъ Л
4л/з ( 1 -л /З

н—

86. u(x , t ) -xe  ' - х - 2 1 _/r_(х-2l)

5 +  2л/3

4л/з

х + 2/

л - - * / Г 4X +  i

1 + s  J
(x+2t)

2 2 
87. Ax( 4 2,42)  мен A2 (-42 ,42) ,  A2( - 4 2,42)  мен

A3 ( -4 2 , -4 2  ), A3 ( -4 2 , - 4 2 )  мен A4( 42 ,-42 ) ,
A4(4 2 ,-4 2 )  мен Ax (42 ,42)  нүктелермен шектелген 

доғалары ны ң іш кі нүктелері тұғыр бола алады;

и ( р ) = У о ( О і ) + У о ( е 2)+

+ j[cos 2Ө / 0 (%, Т]) -  sin 2Ө f x (%, 7])}іӨ,
a

Р( х, t ) нүктеден өтетін сипаттауыш % - х  = t -т  пен 

£; -  х = г - 1 доғамен Q} мен Q2 қиы лы сады , і; -  cos Ө,

г] = sin Ө .
88. A2 + В 2 - С 2 < 0 ,  u(x ,y , t )  =t

90. u (x ,y , t )  = ~ ( t 2 - x 2 - y 2 ).
I О

91. u(x, у )  = f ( x )  + g ( - )  -  f  ( —)  , мүндағы
a a

f , g e C 2 ( x > 0 ) n C ( x > 0 ) .
92. u(x,y )  = f 2( ax) + 4г(у)  түріндегі шешімді аны қтаймы з.
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93 . и = у 2 + ү ( е ~ у + 1).

л seV
94. и ( х , у ) = ^ е  2 .

95. и = у  + у/(х) + ( <р(у) — (р(0) — у )е

96. и — (р
х  + at

+ V
С х — a t^

- 9 ( 4

97. Q  аймақ x - a t  -  0, л: + at -  О,
х - р  = a ( p - t ) ,  x - q  = a(t + q)  түзулермен шсктелген.
98. Қисынды емес. Себебі, кез - келген іргелес жатқан екі 
сипаттаушьща берілген шарттар есепті толық анықтайды.
99. Қисынды болмайды, себебі, біртекті есептің шешуі көп:

J g ( x  + 2 t j -  g ( x - 2 t), x > 2 t,
\ g ( x  + 2 t ) ~  g ( 2 t -  x), x < 2 1 , 

мүндағы g ( x )  - кез - келген функция.
100. Қисынды емес. Себебі біртекті есегітің шешімі көп:

Ig ( x  + t ) - g ( t - x ) ,  t > х;
[g(x  + t ) - g ( 3 ( x - t ) ) ,  x > t ,

мұндағы g(x )~  кез - келген функция.

и( x , t )  =

101. u(x , t )  = у/ х  + 2 1
¥

x - 2 t
+ ( p ( x - 2 t).

102. и = s i n ( t - x )  + х ,
Q ; x + t = 0, x - t  = 0, t — x  = 1, x + t = 4 қоршалған аймақ.

103. u (x , t )  = <p

104. u ( x , t ) = y/\

. x-at

r  jv'C

f

~ ¥ ( ° )  + ¥ x -  at x-at

-  \y(s>d4-.
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f i ;  x - a t  = 0, x  +  at =  0, x -  at =  1, x + at = 4  
түзулермен шектелген аймақ.

105.

u (x ,t )  = 

Q =

x  — 31 
6

\3 ^jc +  3/ Ү  ( x  — 31)
6 J +

9

x -  3/ = 0, x + 3/ = 0; 
3t - x  -  9, x + 3/ = 18.

, ( \ -2 k 7)(\  + 2 L )
106. P ( z ) - P ( Z ( z ) )  = f ( z ) ,  Л ( х )  = ( ' ■ x,

( l  + 2k2)(\  - 2k, )
a)

u (x ,t )  = <p(x + 2 t ) - '* T
m=0

(p (a " '(x  + 2t)) -  ip
a

1 +  2  к

+ j N  <p(an,( x - 2 t  ))-<//
< a m

m=0 I 1 +  2 к
( x - 2 1 ) a  =

(x  + 2 1 )

■2k

> +

1 +  2 к

1
6) u(x,t) = - ( x - 2 t )  +—( x + 2t) = x ;

в) u ( x , t )  =  (pj

107.

x - 2 Л  ( x  + 21 
+ ¥

\
~<P( 0 ).

7

0 0  /  j  y "  QO f J  Y "

\ = 4t + cos(x + 2 t ) - 'Y ucos\-  (x  + 2/ J + ^ T c o s -  (x-21).
m=0 m=0

108.
00 r 1 Y" 

[ 2 )

Г 3 1
u (x ,t )  = q>(x + t ) -  J /  

»n=o
- v

+ I
w=0

17 n
m

Г 3 ,  Л
<p

_І2>
( x - t ) - V

2 m+2 W J
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аймағы Q : х +  ̂= 0, x — t — O, x  — t = 1, x + t = ^  .

109. Мына uxx —u„ + Ли = 0 тендеудің £ = x  + t,rj = x - t
айнымалылар үшін Риман функциясы

R(^,Tj;x,y) = l 0( j U ^ - ^  Х7- 77, ))

болатынын тексеріңіз, мұндағы / / 2 = —Л., ал І0 -Бессельдің
нөлінші ретті функциясы.

. . <p(x + t )  + <p(x — t)
ПО. u ( x , t ) = —-------------------- -  +

1 х+г ____ __________
+ -  }•/о( j u f i x  + t - ^ X x - t - & ) < р ( ) d ^  -

^  x -t 
1 x+t f

- u rx - t

8  d 
+ -

2 хі У д& drh
Л  Г - % i ) ( n - V i )  „<p(Z\)d%x

1 с о

111. =
' £=0

‘ ( ц - ( 2Г
U j t ( k  + V ! ]

112. и = i  + ( '4 - 3 ^ y - * - >’ - f 2 x  + | > 2r1̂

R(x,y ,^ ,r j)  = e-  „x-4+2(y-n)

113. m = R(x,y,^,r])  = Z y
X T ]

114. и = X  -  у  + x y , R(x,y,E,,rj) =
x + _y

£ + 7
115. w = ( y - x ) ( x 2 + l,) + x 5 cosx.



I l l  тарау. ПАРАБОЛАЛЫҚ ТЕНДЕУЛЕР. 
§1. Коши есебі.

1°. Жалпы жағлай

Параболалық типке жататын тендсулердің қарапайымы
П

= (31)
і=\

тендсу. Әдетте бұл теңдеуді жылу откізгіштік теңцеуі дсп 
атайды. Осы тендеуді

и( х <0\1=0 =<Р(х)
бастапқы шартпен шеіпу -  Коши есебі деп аталады.

Бүл (3.1)-(3.2) Коши есебінің (п=1 үшін) шешімі:

(3.2)

u(x , t )  = —K =  \(р(у)е 4t dy , t>  0, (3.3)
~(х-уг

2  4 ~лі

1
мүндағы — - = е  At = G (x , t )  жылу өткізгіштік тендеуінің 

2 4  nt
іргелі (фундаменталъ) шешімі немесе жъиіу кузі деп аталады, ал 
(3.3) - орнекті Пуассон формуласы деп атайды.

Біртскті емес Коши есебін (п=1, ал п > 2 үшін дс 
осылайша)

Щ -  ихх = f ( x> t ) . t>  О д е  f-co,+oo)  (3.4)

и( х >О|/=0 = ф(х), х  <= (-оо,оо;  (3.5)
қарастырайық.

Бүл есептің шешімін и{х, t) = щ (х, t) + и2 (х, t)
түрінде іздейміз. Мүндағы ux(x,t) функция жоғарғадағы 
біртекті тендеу үшін қойылған есептін шешуі, яғни щ (х, і) 
үшін (3.3) өрнек орынды, ал u2 (x , t ) функция

u2t ~ U2XX = g(x,t)> W2<XO|,=0 = 0 , x e  (-оо5+оо), t >0(3.6) 

есептің шсшімі.
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Сонғы (1.6) есепті шешу ушін
vt -  VXX = 0> v( х > t)\t=T = g(x,  т), х е ( —со, со), t > г (3.7)

көмекші есеп қүрамыз. Бүл көмекші ссеп үшін де (3.3) 
формула орынды, бірақ t > x  екенін керек. Сонда (3.6) 
есеітгің шешімі (Дюамель кағидасы).

t
и2(х ’0  = І Л х ,(,г)сіТ (3.8)

о
болады, демек

u(x , t )  =
\ 00 (х-у)2

(у )е  4 '  ^

Ал
U —со

п > 2үшін (3.4) - (3.5) Коши есебінің шешімі

и( X , t ) —
(2 4m  )п

(x-t ) 7

je 4 1 (р( %)cU; +

+ *(,-'>f(Z,T)cU;

мүндағы | х- <̂| = ^ (х , .  ~ £ . ) 2 ; бүл өрнекті Пуассон
/=і

формуласы деп атайды. Мына:

(3.10)

и, = a 2 Au(x,t) , x e R n

и( х ’1К=о =:ио(х )> x e ( x l , x 2 , . . . , x „ ) e R n
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Коши есебінің шешімі кейде
оо ^ 2 k j k

u(x , t )  = Y — r Aku0( x )  (3.11)
к=\ к-

жинақты қатармен анықталады.
Мына есептерді шешіңіз:

1. Егер u(x , t )  функция ut = ихх( х е  f-oo.+oo) , t  > 0 )
'У

тендеудің шешімі болса, онда и(Ях, Я“/ )  кез - келген 
Я = const үшін сол теңдеудің шешімі болатынын көрсетіңіз.
2. Егер / ( х )  s  f k{x) болғанда Кошидің (3.1) - (3.2) есебінің

т

шсшімі uk (x , t )  болса, онда / ( х )  = ^  f k (х) болғанда
*=і

т

сол есептің шешімі u(x , t )  = 2 ^ u k ( x , t )  болатынын көрсетіңіз
к=1

(суперпозиция қағидасы).
3. Егер f ( x , t )  = f k(x , t )  функция болғанда (3.4) тендеудің

т

шсшімі uk(x , t )  болса, оида f ( x , t )  = Y j f k ( x ’0  Үшін (3-4)
к=1

т

тсндсудің шешімі и(x , t j  = ' y 'u k (x , t )  болатынын көрсетіңіз.
к=1

4. Егер (р{х) = (рк (х) болғанда (3.1) - (3.2) есептің шешімі
т

uk (x , t )  болса, онда u(x ,t )  = \ \ u k ( x k , t ) функция (3.1) - (3.2)
k=1

m

есптің бастапқы шарты u(x,0 )  = (pk ( x k )  болатындай
k=1

шешімін корсетіңіз.
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5. Егер F (x , t ) е С гх функция х аргументі бойынша
t

гармоникалық функция болса, онда u(x ,t )  = j f ( x , r ) d r
о

мына Коши есебінің
ut = a 2 Au(x , t )  + F(x ,t ) ,  u (x , t )  |,=0= 0

шешімі болатынын көрсетіңіз.
6. Егер f ( x , t )  = cos nx f n (t) болса, онда (3.4) тендеудің 

дербес шешімін фрыУдар, бүл жердегі /„  (/) - үзліссіз 
функция.

7. Егер f { x . t ) = chkx ■ f k ( / ) , мүндағы f k (t) - үзліссіз 
функция болса, онда (3.4)теңдеуінің дербес шешімін

Ігрындар.
8. Пуассон формуласы

+00 (X-Z) 2

fp(4)e~ 41 d£,t > 0
-00

бойынша анықталған бүл функция біртекті (З.І)тендеудің
және алғашқы шарт (3.2) қанағаттандыратынын көрсетіңіз:
9. Егер (3.11) формуладағы қатар мүшесінен х айнымалы 

бойынша екі, ал t  бойынша бір рет 
дифференциялданатын болса, u (x , t )  функдиясы (3.11) 
тендеуді қанағаттандыратынын көрсетіңіз.

10. Пуассон формуласын (З.Ю)немесе (3.11) пайдаланып 
мына төмендегі есептерді шешіндер.

а) и( = ихх + te х , и\ r=o

*•SSoII

Ь) Щ = 4ихх
2 1 ■+* tx , w|г=0 - ех c o s x .

с) ut = 9гіхх + 1 + , w|r=0 = e~Xsin

d) Щ
1

-  4 иXX. + tx “Ь 2, м|t=Q= c° s 2 X

е) ut = 2 ихх, с 1! о 1! X2 + cos 2 х .

и( х, t )  =
2 ^М
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f) ut = 5ихх, u\f=Q - x  + e2x s in2 x .

g) ut =4ux x +2u, u\ =e~x + x 4 .

h) ut = uxx + 2 ux + u, u\t=Q = e~3x . 
11. Есептерді шешіндер (n=2)

а) ut = 4 A  u, u\(_Q=e 2x (sin2 y  + 2 y ).

Ь) ut = 9Au + 4 u, m| 0 -  cos2 x + y 2 .

с) u t — A  и + 6 , 1 2 2 4
% =0 = X у  +X .

d) ut -  Au + t (x  +.y)> u\t=Q= x 3 + y 3 + x.

е) ut = Au, W|/=0 1 3 3 2 = x  у  + x  у  .

0 Ut -  Au + 3 xyt, u\(_0 = sin X cos у .
12. Есептерді шешіңцер (n=3)

а) ut 2 2 = a Au + (x~ + y 2 ) e ‘ , u\(=Q= x y s i n z .

Ь) u, = A u, u\t=Q ■■= 3x2 y 2 z 2 .

с) ut = 9 A u + y 2te ~x sinz, wj;_0 = 0 .

d) ut = Au + ey z sinx, ujt_ 0 = ( x 2 + y 2 ) z  + z

е) ut = a 2 Au +hu, u\ „ = e z s i n x c o s y .l/=0 J
f) ut

9
= a~ A u  + 2 u, u\(_Q = ex+y cos 2 z .

2°. Жылу өткізгіштік теадеуі үшін кейбір шекаралық 
есептерді жалгастыру әдісімен шешу

Жоғарғы көрсетілген (3.4) тендеумен (3.5) шартпен 
анықталған функция u(x , t )  үшін мына тұжырымм орынды. 
(Функция көп аргументі болған жағдайда).
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Лемма. Егер де (р(х) мен / (х, г) функциялар х; 
аргумента бойынша тақ функция болса, онда

и\ = 0.

= О.

ал, олар X; аргумента бойынша жүп функция болса, онда
ди

Xj=0
Осы лемманы пайдаланып, кейбір шекаралық есептердің 

шешімдерін жазуға болады.
Мысалы:
ut = а 2(ихх +Uyy) + F (x ,y , t ) ,  x > 0 , y > 0 ,  t>  О

ЩІ=0 = f ( x , y ) ,  х > 0 ,  у >  0, =  0.

Бүл есептегі берілген f(x,y) мен F(x,y,t) функцияларды х 
аргументі бойынша тақ, ал у аргументі бойынша жүп 
жалғастырады, яғни

f ( x . y )  = 

7(х ,у)  = 

Ғ ( х , у )  =

\ / ( х>У)> х > 0  
Ь  f ( - x , y ) ,  *<0, 
\f(x ,y ) ,  у > 0

1  f ( x - y ) ,  ^ < 0  

\Ғ (х ,у ) ,  х > 0 

\ - Ғ ( - х , у ) ,  х < 0,

Ғ ( х , у )  = \ Ғ ( Х’У>1) ’ У >0 
\ ғ ( x,-y , t ) ,  у  <0.

Есептің шешуі (п=2) Пуассон формуласы бойынша

96



u (  x , y , t )  ~  J j f (  £  V ) G (  x - % , y -  T],t)d^drj  +

R2
t

+ J[F(g,  7), t)G(X -  £  у  - 7 J , t -  г  )d%.di).
0  R2

f ( x , y ) жөне F(x ,y )  функңияларды f ( x , y )  және

F ( x ,y , t ) функцияларымен алмастырсақ:
00 00 _

u= \ d ^  { \ f ( ^ , r / ) G ( x - ^ , y - r / ) d r /  +
-0 0  0

+ \ A & - t ? ) G ( x - Z , y - r i ) d T i }  +
-со

I 00 00 _
+ f d r  I  { j F ( ^ , T j , T ) G ( x - ^ , y - T j , t - r ) d r j  +

0 —oo 0

0  _

+ ^ F ( ^ - T ] , r ) G ( x - ^ , y - r ] , t - r ) d r ] } d ^  =
— CO

со со _

= \ d r /  j f ( Z , J i ) [ G ( x - Z , y - T i , t - T )  + G ( x - % ,y  + T i , t - T ) ] d £  +
0 —00 
t OO 0 0  _

+  Jc/ г  Jc/77 ^ F ( T j ,  r ) G ( x  — ^ , у  — rj,t — г Щ  +
О 0  -с о

t 00  OO _

+ Jrfr ^dij j F ( 77, r)G(x-%,y + T),t-r)d£  
о о -да

Енді f ( x , y ) , F ( x , y )  функцияларды бастаггқы берілген 
f  ( x , y ) ,F ( x , y , t )  алмастырып мына шсшімді анықтаймыз:
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u ( x , y , t ) =  J  J f ( % , r ] ) [ G ( x - £ , y - T ] , t ) - G ( x  + %,y-7i, t )  +
о о

+ G ( x - ^ , y  + r / , t ) - G ( x  + ^ , y  + i) +
t 00 00

+ f d r  f  fF(4,i / ,  T ) [ G ( x ~ ^ , y - r / , t ~ r ) - G ( x  + ^ , y ~ T i , t - T )  +
о oo

+ G ( x - g , y  + T] , t -t) - G ( x  + 4 ,y  + rj,t - t )]  di; dr/ .
Функция

Q ( x ± 4 , y ± r / , t )  = G ( x - ^ , y - r j , t )  - G ( x  + £ , y - i j , t )  +
+ G ( x - ^ , y  + rj,t) -  G(x + £ ,y  + t),t) 

аралас есеп үшін Грин функциясы, ол мына шартіъі
SQ 2/ d2Q d2Q .

қанағаттандырады: —— = а ( — — 3---- —), t > 0,
dt дх2 ду2

6 L o = 0’
dQ
ду

=  0 .

у=о
Жалғастыру өдісін пайдаланып төменгі есептерді 

шешіндер.
13. ut = a 2Uxx, 0 < x < o o ,  t>  0,  

ux (0 , t)  = 0, u(x,0) = <p(x);.
-•j

14. ut -  a u xx -  hu, 0 < x < со, t > 0 ,

ux (0 , t)  = 0, u(x,0) = (p(x);.

15. ut = a 2(u xx + Uyy), -со < x <<x>,t,y > 0,

u(x,0,t)  = 0, u(x ,y ,0) = <p(x,y);

16. ut - u xx+3t , u(x,0) = sinx; .

17. u, = ( u ̂  +Uyy) + sin z sin x  sin у , u (x ,y , t )I =1;.

18. ut = 3(uxx + Uyy + u zz)  + e‘, u ( x , y , z , t ) |,=0 = s i n ( x - y - z ) , .

19. ut = a 2uxx, 0<x,t<co,  u(0,t)  = O, u(x,Q) = sinx;
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20. ut = a uxx, 0 < x, t < oo, ux (0, t)  = 0, u(x,0) = cos 2x;

21. ut = a 2uxx -  hu, 0 < x,t < со, u(0 , t)  = 0, u(x,0) -  x + x 3;

22. ut = a 2uxx +( \  + x 2)t, 0 <x, t  < да, ux (0 ,t)  = 0, u(x,0) = 0;

23. ut = a 2uxx + x 3t, 0 <x, t  < со, u(0,t)  = 0, u(x,0) = 0,
Жалғастыру әдісін пайдаланып мына есептердің Грин 

функцияларын құрындар
а) Жарты өс аймақта:

0 1 - 1
24. ut = a  uxx, x , t>0 ,  и\ -  f ( x ) ,  и\х_{) = 0;

'У I
25. щ — a ихх, x,t > 0, м| = f ( x ) ,

ди
дх

0;.

/ 1
26. w, = a ихх, x, t > 0, и 0 = f ( х),

ди
дх

х=0
\

■һи = 0 ,һ = const; .
jc=0

Ь) Жарты жазықтық аймақта: -  од < у  < да, х > 0

27. ut = а 2( ихх + Uyy), u\(=Q = f ( x , у),

28. и, = а2(ихх + Uyy), u\t=Q =  f(x,y) ,

ди

д х  л'=0

ди . 
— —
йх

= 0;

у
= 0;

,х=0

с) Ширек аймақта: ( х  > 0, ^ > 0 ,)

29. иt = а2 (ихх +  иуу ), u\t=0 = f ( х, у), х > 0, у  > О, 

и(0, у, I) = u(x,0, t) -  О/

30. ut = а2 (ихх + U yy  ), u\t=Q = f ( X, у), X > 0, у  > О, 

ux(0,y,t) = u(x,0,t) = 0.



§2. Жылу потенциялдар әдісі

Жылу өткізгіштік тундеудің іргелі шеліімі G(x, t ) 
пайдаланып мынадай көлемдік

u 0(x , t )= \  f ( Z ) G ( x - 4 , t №  ,
Cl

t

U (x,t) = Jt/ г I  F (^ , z )G (x - ^ , t - z )d £ ,  
о n

және беттік потендиалдар
t

V(x,t)= jdz  J cr(%,z)G(x-%,t -  z)dS4,
о n

W ( x , t ) = ' \ d z \ ^ , z ) ^ - G { x - ^ t - z ) d S 4
о о dJy

туруға болдады. Дәлірск айтқанда V(x,t) жай қабаттық, ал 
W(x, l) қосқабаттық беттік потециаолдар деп аталады.

Келтірілген жылу потендиалдары үшін мына 
түжырымдар орынды. ( Q -  шектелген аймақ., S  - оның бсті). 

Лемма 1. Егер функция f ( x )  e C(Q) , онда t > 5  > 0 ,

U0(x,t) e C“ (Qr)

SU0
dt

= a 2AU 0

limUQ( x ,t )  = 
/->0

мүндағы Qr = flx [0 ,7 ’].

f  (  x), x e f i  
0, x "e Q,

(3.12)

(3.13)

Лемма 2. Егер функция F ( x , t ) e  C “f  (QT )  шектелген 
болса, онда t > S  > 0 ,

U  ( x , t ) e C ; }

100



dU
------= a 2AU + F ( x , t ) ,  (3.14)

dt
lim(7 (x,t) = 0 . (3.15)

Лемма 3. Егер функция cr(x,t) e C(Sr) шектелген болса, 
онда,

V ( x , t ) e C $ ( Q r) n C ( Q T) 
dV

dt
= a2AV  , (3.16)

, d V  ( x , t )  i , d V ( x , t ) ,
hmn— m —  = ± — ү ^ ( х ’Ө + ( —  ) o  • (3-17)
/->o d N  2  a 2 d N x x~x

Лемма 4. Егер функция ju(x,t) e C(Sr ) шектелген болса,
онда,

W ( x , t ) e C aJ ( Q T) n C ( Q T) ,
dW
—  = a 2A W ,  (3.18)

dt

limW(x,t  ) = ± —̂— u(x°  , t )  + W(x°  , t ) . (3.19)
'-*0 2 a 2

Жылу потенциалдарының келтірілген қасиеттерін 
паңдаланып көптеген шекаралық ееептердің шешімдерін 
интегралдар арқылы орнектеуі’е нсмесе шешілітін 
интегралдық тендеулсрге келтіруге болады.

1-мысал. Бір өлшемді жылуөткіштік тендеу үшін Дирихле 
ссебі үшін

ut = a ' u ^ , х  > 0, t > 0 

u(x , t )  |/=0 = 0 ,  

u(x , t )  L=0 =<p{t).
қарастырайық.

Шешуі. Шекарасы x - 0  нүкте болғандықтан. Шсшуін 
қосқабат потенциал
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x eI

u(x , t )  = J jU(t)
dG(x-E , , t  - t )

dt;

x  e 4a?r( T) 
d r =  j ц(т)  - .

£=o о 4a} ^ x ( t  - t)
= d r

түрінде іздейміз, мүндағы ju(t) белгісіз функция. W (x, t ) 
біртекті жылуөткіздік тендеуді қанағаттандырады жөне 
W (x,0) = 0 . Белгісіз фукцияны шекаралық шартты 
пайдаланып

И m W ( x J )  = ± — r-u{xQ,t) = (pit)
'-*0 2 a

анықтаймыз. Сондықтан ju(x°,t) = 2а7<p(t) . Сонымен 
шекаралық ессптің шешімі

х2
'г х е 4а1(' г) 

u(x,t) = <р(т)— —.— — —d r  .
о 4 a \ J n { t - r )

2-мысал. Біролшемді жылуөткіштік теңцеу үшін Робэн 
есебі үшін

ut = а 2̂ . , х > 0, t > 0

Ф ,0  |,=0 = 0-

,ди , . . .
( - -----һи)х=о = Х(0ox

қарастырайық.
Шешуі. Шекарасы х =0 нүкте болғандықтан. Шешуін 

жайқабат потенциал

u(x,t) = J < x (r)G (x -£ ,/- r) || {m0d r ,
о

Мұндағы cr{t) белгісіз функция. Белгісіз фукцияны 
шекаралық шартты пайдаланын

-  һи) = ± -^ -с г (0  -һ\ст{т) .dT  = 7 (0  (3.20) 
дх 2a - l a - ^ n i t - r )
Немесе
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Ілг=0 (p(t)

a(‘ ) = akt iT)l ^ h )  + 2“ ' Z(,)
cr(t) - белгісіз функция үшін Вольтерраның екінші текті 
интегралдық тендеуін алдық.Шсшімінің жүықтау әдісімен 
табуға болды.

Жылу потенциалдарды пайдаланып мына есептерді 
шеідімдер:
31. м, -  а2ихх, х > 0, t > 0,  и(х,0) ~ 0 , ^  | Q = ^ ( 0

32. и, = а2ихх, х > 0, t > 0 , zz(x,0) = / (X) 5 u

33. u, = a2uxx + F(x, t) ,  x > 0, t > 0, u(x,0) = 0,

щ  и  = ^ (0 -
34. u, = a 2(uxx +uyy), x > 0, t > 0, -  со < у  < ю ̂  

u ( x , y )  |,=0 =  0 , и \x=o = < p ( y , t ) .

j 5. M, Cl~iUxx X >  0, /  >  0, "s у  < 00

Ф , y )  L 0 = f ( x , y ) ,  ux L=0 = < p i y t t ) .

36. и, = a 2( иxx +Uyy)+ F ( x,y,t) ,  X  > o, t 

Ф , у )  |(=0 = 0 ,  ux | t=0 = ( p { y , t ) .

3 l .u t - a 2uxx, x > 0 , t > 0 , zz(x,0) = 0,

,ди
i - — hu)x=о = /(/)■  
ox

38. и, = a 1 и„  - h u ,  x > 0, / > 0, zz(x,0) = q zz I = й?(Л

2 i39. u, = a ' u ^ + u x + - u ,  x > 0, / > 0 ,  zz(jc,0) = 0,

“ , U = ^

> 0 ,  -  oo<_y<oo



Ж а у а п т а р ы

1.-5. есептер айқын.

6. Шешімін u(x , t )  — T ( t )  cos nx түрінде іздеу керек=>
t

\T„(t) = e n t [ c +  \(pn( z ) e n zdr ,c  = const, 
о

un(  x , t )  = Tn(t)coswc.

uk(  x , t )  = Tk (t)chkx,

1 < -> 1 2
}Т)с(0 = Cek 1 + j f k ( r ) e k ^  T)dr ,c  = const.
{ о

8. Алмастыру £ -  x = 2a-Jl.z  енпзш

u(x , t )
2 a*Jnt

j f (Z )e
(x-Z)2

4  a2t d%- > u(  x,0)  = lim u(x , t )  
0

9. Айқын
10.

a)

b)

c)

d)

e)
f)

e л\ е ' - / - l ]  + -^-(l-cos2xcos4/).

—x~t + —/^ + £?* cos( x + 81) .

, 19 9
x / + — / + e * sin(x -1 8 /) .

о t 1 12/4— i-l----h— e coszx,
2 2 2

x 2 + At + e~Sl c o s2 x .
x + e 2x sin2(x + 40/)

= f ( x )
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g) 7. e21 (x4 + 48tx2 +I92t2) + e6'-x .

h) 8. e4'”3jc.
11.

a) <Г2л’ sin 2_v + 2ye]6'~2x.
b) у 2 + Ш  + е~31 cos2x.
c) e'~x -e ~ x + x 4 + x 2>'2 + 2t(tx2 + y 2) + \ 6 r .

d) ^ t 2(x  + y )  + x 3 + y 3 + x  + 6t(x  + y )  =

= X 3 + y 3 + xf-U 2 + 6t) (  x + y ) .
2

e) (x + ^)[x 2̂ 2 +7(x2 + y 2 + 5xy) + 6t2].

3 2 -21f) —xjtf + <? s inxcosy .

12.

a) x y s in ze '" ' + (x 2 + y 2) ( \ - e  ')  + 4 a2(e ' + ? -!)■   ̂ з
b) 3x2y 2z 2 +6t(x2y 2 + x 2z 2 + y 2z 2) + 6(x2 + y 2 + z 2)t 12/ •

c) — y 2t 2e~x sinz + 3t3e~x sin z .
2

d) tey~x sinx + (x2 + y 1 + z 2)z + \Q z t .

e) sinxcos_y.
x+tt—2(l+tf )/f) e

13. u(x , t )  =

cos 2 z.

-h t °°

02 a-Jnt

-ht °°

\
о

jfe
( * - t f

4 a2t
(x+S)

- e  4a 1 ](p(4)d%-

(Х+І)
*Л4

14. u(x , t )  = ^ - j =  t i e  *a t  +e 4 ]<p(Z)dZ.
2а у jtt ^

15. u (x ,y , t )  =

105



(*-t) 2 «, (У-S)2 (уЧ)
Лаһ у  е Ааһ _ е 4 Л  ] f  (£^ЩсІГ! ■

0

16. и ( х , у )  =  t 3 + e~l s in x  .

1  _ l t
17. u ( x , y , t )  =  l  +  - s i n x s i n y ( 2 s i n t - c o s t  +  e ) .

18. u ( x , y , t )  =  е ( - 1  +  s i n ( x  - у  -  z ) e ~ 9 t .

19. s m x e ~ a t

20. e~4c" c o s 2 x .
21. (x + x 3+ 6 x t ) e ~hl.

2 л
22. (1 + x ) ---- 1- a ~— ;

2 2
1  -3 7  T э

23. —x  r  +  crxt .
2

oo

24. u ( x , t )  — j f ( 4 ) Q ( x ±  4, t)d%,
о

*  ±  £  0  =  G ( X  - 4 , t ) -  G (  x  +  4,  t )
00

25. u ( x , t ) =  j f ( 4 ) Q ( x ± 4 , t ) d 4 ,
о

0 ( x ± 4 , t )  =  G (  x  -  4, t )  +  G ( x  +  4, t )
00

26. u ( x , t )  =  J f ( 4 ) Q ( x  ±  4 , t ) d 4 ,
о

oo

0 ( x  ±  £  Г J =  G (  x - 4 , t )  +  G ( x  + 4 , l ) - 2 n  j G ( x  +  4  + 4 ,  t  ) e~ h< dg
0

00 00

27. u ( x , у , t )  =  j d T j j f ( 4 , i j ) Q ( x ± 4 , y - T j , t ) d 4 ,
-0 0  о
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Q ( x  ±  £  > У ?],t) = G ( x - < ! ; , y - T j , t ) - G ( x  + <!;,y-Tj , t ) .
СО ОЭ

28 . u ( x , y , t )=  \ d r j \ f ( ^ rj)Q (x ± ^ y . Tlit) d^
-с о  о

Q(x ± £> y-r f , t )  = G ( y  - r j , t )*

29.

* G(x-%,t)  + G(x + %,t) -  2Һ f a x  + ^  +  C )e~K .
0

00 oo
u( X, y, t)  = f a \ f ( % ,  JJ)Q(X ± 4 , y±  71, t )d £

-CO 0

Q(x ±%,y±ri,t) = G(x-%,y-Tj , t ) -G(x + %,y-r],t)- 
-G(x-^ , y - t ] , t )+G(x + ̂ ,y + Tj,t).

00 00
30. u(x,у ,t) — \\f(€,ij)Q(x±'2;,y±Tj,t)dj;,

о о
Q ( x ± ^ , y ± r j , t )  =  G ( x - ^ , y - T i , t )  +  G ( x  +  ^ , y - r j , t ) -  

- G ( x - ^ , y  + r j , t ) - G ( x  + ^ , y  +  Tj,t).

, *2
31. u(x,t)  = - a  \—~ ^ J = e  4a (t~T)dT.

I J n ( t - T )

32. u(x,t)= \ f (Z ) [G(x -%, t ) -G(x  + £,t)]d4 +
о

+ 2 a2 - ^ O |^ =06?r

/ 00
33. u(x,t )= ^ d r jF ( ^ , tX j ( x ~ ^ d - T ) d ^ -

o о
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34.

t f

+  \ d r  ^ F ( % , t ) G ( x  + ? ; , t - T ) d % -  2 a 2 j < p ( r ) G ( x , t - r ) d r .
о 0

t oo

U(x,y, t)  - 2 a 1 j d r  ^<p(Tj,T)—d J ( x - ^ , y - T j , t - r )  \ ^ d r j . 
о -Ю dq

wk-' w

35. u (x ,y , t )  = j d?i j f ( ^ , j j ) G ( x - ^ , y - r i , t ) d T j  +
-00 0

CO o o

+ l  drj j f ( ^ , j j jG ( x  + ̂ , y -T j , t )d r j -
-с о  0

г Я
- 2q2] d r  J<p(y>r) — G(x, y - r j , t - r )  dr]

o oq
t OO

36. u(x ,y , t )  -  j d r  J drj ^F(%,ti,t)G ( x -  %,y - t ] , t  - x )d r ]
0 -00 0

/ со

-  Jfi?T ^drj jF (g ,r ] ,T )G (x  + g,y-r],t -r)dT} +
o -*» 0

?  CO

+ 2 a 2 JWr f  <p(t], r ) ~ G (  x -  g, у - r j , t -  r)\ dr]
о -oo oq

37.

x , t )  = - a 2 \x( r ) [2G (x , t  - r ) - 2 h  $G(x + %,t-  r)e~H d% ]dc.

d r38. u(x , t )  = 2a2e hT j(p(r)ehl —  G ( x - i q , r \
о d£

X  t

39. u(x , t )  = ~.2e 2 f i / /(r)G(x,t -  г )dr.

GO
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IV  тарау. ЭЛЛИПТИКАЛЫК ТЕҢДЕУЛЕР 

§ 1. Лаплас теңцеуінс крйылған кдрапаііым есептер

Эллиптикалық тендеулердің негізгі мысалдары ретінде 
Аи(х) = 0 - Лаплас, A u = - f ( x ) ~  Пуассон тендеулерін 
келтіруге болады, бұлардағы

п
А = X — 7 - Лаплас операторы.

k=l Эх
1— аңықтама. Q аймақга берічген дифференциалдық 

теңдеуді туындыларымен бірге үзіліссіз және оны тепе -
теңцікке айнаддыратын функцияны сол тендеудің 

регулярлық шешімі деп айтады.
2 -  аңықтама. Лаплас теңдеуінің регулярлық шешімін 

гармониялық функция деп айтамыз.
Егер аналитиқалық функцияны f ( z ) - u ( x , y )  + iv(х ,у )  

түрінде жазсақ, онда и (х ,у )  және v(х , у )  функциялары 
гармониялық функциялар болады, мүндағы z  = х + іу . Міне 
бұл түжырым арқылы екі нақты аргументті гармониялық 
функциялармен бір комплекс аргументті аналитикалык 
функциялар арасындағы терең байланысты байқаймыз.

]. Лаплас және Пуассон__тендеулеріне__койылатын
карапайым есептер.

Гамониялық функцияларға мынадай шекаралық есептер 
қойылады

Дирихле есебі: u(x) е C*(Q) П С(П) класта жататын,
Q аймакта гармониялық және

u ( x ) / s = (р{х), x e S  (4.1)
Шекаралық шартты қанағатгандыратын и(х) функцияны 

анықтау, мұндағы •*(*) аймақ S  шекарасында берілген 
үзіліссіз функция.

2 і _
Нейман есебі: м(х) е С (Q) О С (Г2) класта жататын, 

Q аймақта гармониялық
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(4.2)
ди

~w
= ЧР(х), x e S

шекаралық шартты қанағаттандыратын и(х) функцияны 
анықтау, мұндағы /V Q аймақ шекарасы S  сыртқы норм- 
алы, ал Ч 'М  сол шекарада беріген үзіліссіз функция.

Нейман есебі шешілуі үшін

f ^ - d s - o
dN

(4.3)

кджетті шарт орындалуы керек.
Әдетте, Нейман есебі үшін (4.3) шарт орындалса, онда ол 

есеп дұрыс қойылған деп айтады.
Жоғарьгдағы мағлұматтар мен тұжырымдарға мысалдар 

келтірейік.
1-мысал. Лаплас теңцеуін х = r cosy/, у  = r sin у/ -поляр 

координата жүйесінде өрнектейік. Ол үшін бүл

жүиеден г - V 2 2 Ух + у  , у/ = arctg — , олай болса
х

=- ry =smy/, у/х = - sin у/ cos у/
x-rcosij/,

ди  д г  ди  д у /  ди  s in  у / ди
ц ------------- 1- ------------= c o s w ----------------------- ,

д г  дх  д у /  дх  д г  г  д хҮ

ди  c o s  у / дии, ,= sin у/--- Һ-------------
у д г  г  д Ч

және туындыларды анықгаи, оларды Лаплас теңдеуіне
( д 2 д 2Л—— + --- :

ах* ду
■ и(х, у )  0 қойып нөтижеде

А и(г, у/) = — ■ —
г дг

ди}
дг

+ - 1 д2и
дуг

0.

2-мысал. Коши-Риман шарттар жүйесін: 

их (х, у )  -  V (х, у), и (х, >') = -V, (х, у )

п о



пайдаланып, и(х, у )  = х 2 -  у 2 -  х  берілген кезде, оған 
түйіндес гармониялық V(x,y)  функцияны анықгайық . 

ди dv
Шешуі: —  = 2х -1  => —  = 2х - 1 .  Мұны интегралдап

дх ду
v(x,у)  = 2ху ~ у  + у/{х), мұнда і//(х)-ксз-кслген еркін

функция;
ди dv шартты пайдалансақ —  = 2у  + у/'(х)
ду дх дх

ди
болғандықтан —1 = - 2 у  -  Ц/'{х) болса, есептің шарты 

ду

бойынша —  = -2  V, демек
ду

- 2 у  — у/'{х) = -2_у => у/'{х) = 0 => у/{х) = const 
олай болса, v(x, у)  = 2ху - у  + С. Сондықтан

f { z )  = X2 -  у 2 -  х + і(2ху - у  + с).
3-мысал. х 2 + у 2 = r 2 < R2 шеңберде

Аи(х,у)= 0, 0 < r < R ,  u{x,y)/r=R = 2х2 - у 2 - х
Дирихле есебін шешейік.
Шешуі:

2х2 —у  - х х - r  cos у  
y=r sin ЦТ

-  2r 2 cos2 уf - r 2 sill2 yz-rcosy ty

= rs in i//|r=jR=V?2(cos2 i/M-cos2y/’)-i?cosy/' = 

( \ 3 >
= R —+ —cos2 у/ — R cos iff, 

V.2 2 )
|z| = r, шеңберде w(x,_y) гармониялық функция

oo
u {x ,y )= ^_ rk{ak coshy +bk s in h y ) (4.4)

k-0
қатарды қанағаттандырады, мұндағы 

z\ = r , i//= argz, z -  x + iy , aK,bk -тұрақты, нақты шамалар.
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Қатар (4.4) есепке пайдаланып
00

u(x,y) = Y r k (ak cosky/ + bk s inky / ) / r=R <=>
к=0

a + a^Rcosy/ + by R sin ц/ + a2R2 cos 2ц/ + b2sin2y/ + ....
R 3 R l^ — R COS Ц/ 3 — - —  COS 2 l / / F  :

R 2ao=— , a , = - l  by =0, a2 = - ,  bk =0, k> 2, ak =0, ^ > 3/ 
z  z

3 (
олай болса u(  r , y / ) -  ——  r cos у /+ —\r2 cos2 у/ - r 2 sin2 y/j, 

бұдан декарт кординатасына өтсек

х 3 / 2 2)и ( х , у )  = —— х + - ( х  - у  ).

4-мысал. х 2 + у 2 = г 2 < R 2 шеңбер сыртында

Аи(х,у) = 0, R < г < и(х,у)/г=к = 2 х 2 - х  + у,  \и(х,у] < «>.
Дирихленің сыртқы есебін шешейік .

Шешуігбұл есепті шешу үшін жоғардағы (4.4) қатардың 
сыртқы аймақ үшін

00

cos к\\) + bk sink\\i) (4.5)
к=0

өрнегін пайдаланамыз, нәтижеде
00

« M - Z  Г -  C0S XI)/ + Ьк sin Xl|/)j г=/г <=>
к=О

Ct0 +
а. 6,
---С05Ь/ + —
R R

O')
sin у/ 3-----

*2
cos2y/ +...—

- R 2-Rcos4f +Rsinx¥  +R1 cos2xV =>
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a0 = R 1 2 3, a l= - R 2,bl = R 2,a2 = R 4,bk = 0 , k > 2 , a k = 0 Д > 3 ;

R 2 R 2 R 4
и{г,цг)= R 2 ------ cosi//4------sin у/ h— — cos 2y/ =

r r r

= R -

+

' R ?  ' " n2

f  r2  cos 24* -  r2  jw  24*),

f  R \r cos у/ + — r sin у/ + 
\ r  )

демек, есептің шешімі декарт координата жұиесінде

, 4

u ( x , y ) = R ‘
ГХЛ2 

\ r  J ( - - у ) +
кГ )

(Х2 - У 2).

Ескерту. Егер жоғарыдағы Дирихле есебі Пуассон теңдеуі 
үшін қойылған болса, оны жаңа белгісіз функциямен еркін 
тандап алатын функция қосындысымен(айырмасымен) ал- 
мастырыпдалдаган Дирихле есебіне келтіріп шешеді.

Келтірілген мағлұматтар мен шығарып көрсетілген 
есептерді гіайдаланып төмендегі есептерді шешіңіз.

1. Лаплас теңцеуін сфералық координата жүйесінде 
х = r sin 0 cos *F, z — r cos 0 жазыңыз.

2. и ( х , у )  = и (х х, х 2,...,хп) -гармониялық функция болса, 
төмендегі функциялар:

а)
д2і . .  Л ди - ,п>2;  б) I  хк —

к=1 ОХк
в) X

к—\
ди

\ дхі< Jдх,дх2 
гармониялық болама?
3. Бірбайланысты Q аймакта /  ( z ) аналитикалық
функцияның нақты u (x ,y )  = R e f ( z ) бөлігі берілсе, оның 
жорамал v ( x , y ) = J m R e f ( z )  бөлігін анықгап f ( z )  
функцияны анықтаңыз:
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X
а)  u (x ,y )  = —

x  + у

б)  u ( x , y )  = x 2 -  у 2 + 2x;
6 ) u ( x , y )  = shx cos y;
г )  u(x, y )  = shx sin y;
д) и = 2 sin chy -  x.

4. x 2 + y 2 = r 2 < R 2 шеңбер ішінде Au(x,у )  = О, О< r < R ,  
и ( х , у )  / r=R = f  (х, у )  / г=л Дирихле есебін шешіңіз, erep

а)  f ( x , y )  = 4 y 2;

б ) f ( x , y )  = ^ - y 2 + Rxy;К
9  9г) f ( x , y )  = x  - 2 у  болса.

Сол шеңбер сыртында шектелген шешімін, егер

д) f ( x , y )  = x 2 - х у 2; 

ж ) f ( x , y )  = у 2 - х у ;

к )  f ( x , y )  = x 2 + y 2 +x  аныңтаныз.

2 2 2 n5. х + у  =r <R  -шеңбер ішінде Пуассон тендеуі үшін

А ы ( х ,у )~  g (x ,y ) ,  0 < r< R ,

и(х,у)\  r=R = f ( x , y ) \ r=R

Дирихле есебін шешіңіз, егер
а)  g ( x , y )  = 3, f ( x , y )  = 0;
б)  g ( x , y )  = x, f  = 1;
в)  g ( x , y )  = 1, f ( x , y )  = 1 болса.

Сол шеңбер сыртында шектелген шешімді табу керек, егер
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d )  g ( x , y )  = x , f ( x . y )  = 0 ;  ж )  g ( x , y )  = y , f  ( х , у )  = 0.

6. x 2 + у 2 - r 2 <R  шеңберде Лаплас тендеуі үшін қойылған 
Нейман есебінің шешілетін шарттарын анықтап, есепті 
шеңбер ішінде шешіңіз, егер

Аи{х, у )  = 0, 0 < г < г,
ди{х,у)

дг r=R
Л Х’У)г=К

есептегі
a ) f ( x , у )  = B;b) f ( x , у )  = 4 x 2 -  A y 2 + у ; г )  f ( x , у ) = A y 2 -  В, 
шеңбер сыртында (R < г < оо) шектелген шешімін анықгау 

керек, егер (r = R, |м (х ,^  < оо);

д) х 2 + 4 у ~ А  = f (x ,y ) ;  ж )  f ( x , y )  = x 2 - A y 2 +B.

7. Шеңбер К: 0 < к < R, 0 < ц/ < 2п аймақга гармоникалық

t{r,y/)& G
(  - \  

К
v )

функцияны анықтаңыз, егер ол шеңбер

2ж
шекарасында u(R, у/) - u ( R l ,y / )  = /((//), ]f{y/)dу/ -  0

о
шарттарды қанағаттандырғанда / )  функция: 

а)  / ( VF )=  cosT ; б) f ( ^ , ) = sin2'¥ + cos2x:¥;

в)  / ( VF) = A cos2 Ч> + В sin2 
шамаларга тец болса.

Егер бұл есеп шеңбер сыртында, ягни R < R{ < оо
Ъ//

жэне J / ( VF>AF = 0 шарттарды қанагаттандырып, f M
о " 

функция;
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д) А ^ )  = u n xlJ + cos5 ^ ;  ж )  / ( V )  = sin ¥  + 3cos2 4J -  В 
болса.

R n Евклид 
гармониялық функция

кеңістігінде и(х) = и(х],х 2,...,х„)

х п - 1) +

оо 2к+\

< 4 '6 )

өрнекті қанағаттындырады, мұндағы т(х1,х 2,...,хп_]), 
v(*i )-шексіз дифференциалданатын кез-келген

“ д 2
функциялар, ал A = — ү  - Лаплас операторы.

а = і  д Х  К

Бұл формуланы Лаплас теңцеуі үшін қойылған Коши 
есебіне қолдануға болады.

Мысалы,
Au(x,y,z)  = 0 , (x ,y ,z )e  R 3, и(х, у,О) s  т(х, у )  = х  + 2у,

и. (х, у,О) s  v(x, у )  = 2x -  у 2
Коши есебіне (4.6) формуланы қолдансақ

u(x ,y ,z )=  £ ( - l ) A 
k=0

.2k 2k+\ ,
, , A k (x + 2 y ) + T -  4 Ak \ 2 x - y 2
(2k). V ’ (2k+ \). v

= x  + 2y  + z ( 2 x - y 2)+

8. (4.6) формуланы пайдаланып, томендегі Лаплас тендеуі 
ушін қойылтан Коши есептерін шешіңіз:
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а )  т( х , у ) - х е у , v( х, у )  = О/

б )  х(х, у )  = ху + х 2, v(x, у )  = ех + у; 
в )х( х, у )  = х sin, v ( x , y )  = cos у;
д)х(х, у )  = cos 2х, vfx, ф,) = х -  2 sin 2у, 

г ) х ( х , у )  = х 3 + 2 ,v ( ^ = 2х2 -  у.

9. Лаплас теңцеуінің поляр координата жүйесіндегі өрнегін 
тікілей интегралдау нәтижесінде a <r  <b сақина 
шекарасындағы мәндерін пайдаланып, төмендегі есептерден 
и(г )  функцияны аңықгаңыз:

а)  Аи(г) = 0, и(а) = А ,  и(Ь) = В;
б) Аи(г) = 0, и ( а ) - А ,  иг(Ь) = В,
в)  Аи(г) = 0, иг( а )  = А, и(Ъ) = В;
г)  Аи(г)  -  0, и(а)  -  A, ur(b)  + hu(b)  = В,
д) Аи(г) = 0, иг(а )  -  һи(а) -  А, и ( Ь ) - В ,  
ж ) Au(r) = 0, ur( a ) - h u ( a )  = A,  иг(Ь) = В;
е)  Aи ( г )  = 0, и(а) -  А ,и (е )  = һи(Ь),а < с < Ь,һ * 0.

10. Егер и (г ) функция К : а  < г < 6 , 2 п,

0 < а < Ъ < оо сақинада гармониялық, К тұйық аймақта 
үзіліссіз болса и(а)  мәнін қалай таңдау керек, егер

а ) и(с)  = A, u(b) = В;
б) и(с)  = А, иг(Ь) = В;
б) и ( с ) - А ,  ur(b )  + hu(b)  = Т;
г )  аг(с )  = А, и ( Ъ ) - В  болса.

11. Егер и(г )  функция К : a <r <b , 2 к,
0 < а < Ъ < со сақинада гармониялық, туйық К аймақта
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үзілсіз болса ол функцияның и(а), и(Ь)  мәндерін 
аңықтаңыз,егер

а) и(с)  = A, и (d )  = В;
б) ur (c )  = A, u ( d )  -  В  , мұнда a <c <b, a < d  <b.

12. u ( r ) функция К  : x 2 + у 2 = r 2 < R 2 шеңберде 
Au(r )  = ar, а Ф 0

Пуассон тендеуінің К  аймақта үзіліссіз шешімі болсын.

а) егер и(с) = А болғавда и(R)  мәнін аңықтау керек;
б )  и( R)  = А, и(е)  = В болғанда R қандай мәнге ие 
болады, мұнда 0 < с < R .

2 2 2 2 213. и(г )  функция К: a < х + у  - r  <b  сақинада

) = — - Пуассон тендеуінің К  аймақта үзіліссіз шешімі 

болсын.
a)  u(b)  = A ,u ( c )  = В болса, и ( а ) - к т л , ш  мэнге ие?
b) и(Ъ) = А , и г(с )  = В болса, и ( а ) - қандай мэнге ие?
в)  и(с) -- A, u ( d )  = В болса, и(а)  мен иг(Ь) қандай 

мэндер алады?
г )  и(е) = T , u r( d )  = S  болса, иг(а )  мен и(Ъ) анықтау 

керек.
14. Шар Q : х 1 + у 2 + z 2 = г 1 < R 2 аймакда

и (г )  с  С 2 ( Q ) n  С
Г

Q функцияны Аи(г)  — f  ( г )  тендеуден
V 2

u(R )  = А; 0 < г < R шартты қапағатгандыратын шешімін 
аңықтаңыз.
15. Біртекті Q шарда: х 2 + у 2 + z 2 = г 2 < R 2 көлемдік
тығыздығы 6 Q жылу көзі үзбей эсер етеді. Шардағы тем­
пература и(г )  стационар, ал шар бетінде u ( R ) тұрақты деп 
қабылдап, шардағы:
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а ) егер u(a)  -  T  болғанда u(R )  мәні қандай болады ?
б )  u(c)  = T , u ( d )  = B болғанда, и ( R ) және R кдндай 
болады ?
г )  и(0) = Т0, и (R) = Т  болатындай жағдайда R қандай 

болуы керек ?
/ 9  9  916. Аймақ Q.: а <г <Ъ, r = y] х  + у  + z , 0 < a < b < c o -  шар

қабат, и{г) функция Q аймақта гармоникалық, ал тұйық Q 
аймақта үзіліссіз болсыи. Сол и(г) функцияның и(а) мәні 
қандай болуы керек, егер:

а) и(с) = А, и ( В ) = В;
б )  и(с)  = А, иг(Ь) = В;
в) ur(c )  = A, u(b) = В

болса.

§2. Лаплас теңцеуіне крйылған шеттік есптерді Грин 
формуласымеи шешу

Аңықпша. Егер екі аргумента G (x ,y )  Q  аймақта:
1. G(x,y) = En{x,y) + g (x ,у ) -Лаплас теңдуінің іргелі 

шешімі мен гармониялық функция қосындасынан тұрса;
2. G (x ,y ) l s  -  0 болса, оны Дирихле есебінің (Лаплас

теңдеуін) Q аймақгағы Грин функциясы деп атайды.
Грин функциясын қүру мына шекаралық есепті шешуге 

келеді:

g(x,yy\yes =-Еп(х,уІ[ yeS.
Егер Грин функциясы белгілі болса, онда төмендегі 

есептер оңай шешіледі:
Дu( x j  = F(x),  u(x)\ s = f ( x ) \  xeS

есептің шешімі
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U ( x )  = —  \ / ( у ) Әв(^ У ) d S y  fF ( y ) G ( x , y ) < f y ,

мүндағы con -  бірлік сфера бетінің ауданы.
Кейбір аймақгар үшін Грин функцияларын келтірейік. 
а). жартты кеңістік үшін

G (x ,y )  = -
1 1

Ы \Х-У
, п = 3, х3 > 0;

ІПт~
■А

■In
х - У

, п -  2, х, > 0

мүндағы х  = (Х[,х2,Хз), х = ( х 1,х2, - х 3) , п = 3 ; сонымен 
жалпы жағдайда жарты кеңістік үшін Грин функциясы 

G(x,у )  = Е„(х ,у)  -  Еп(х ,у \  п = 2,3. 
б). Шар үшін, яғни Q - шар, оның шекарасы 
а  :\у\ = а -  сфера, п = 3 :

-п/ , 1 о 1G (x ,y )  =
■>l х - у  

(
G ( x , y )  = Е3( х , у ) - Е 3

a х
-rX,— y  
x a

немесе

\

Мысал. Au (x )  = 0, u ( x ) / Xn=0 = f ( x  ) e C ( S ) ,  яғни
Лаплас тендеуі үшін жарты кеңістіктегі Дирихле есебінің
шешімі

и (х )  = — — f f ( y )  —---- dS ,
со„ ■%>=<> ду„

dG( х.у)

дуп У’
дербес жағдайда
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dG( x ,y )  
dv y„=0

dG( x, y )  

дУп
y„= 0 2x2

< -y \ ‘

2 x 3
- , n -  3

- , n -  2.

демек u(x„ x2) = - f f ( y l) — — ------- т^У\
(Xi -  У і ) 2 + *2

жарты жазықгық (n=2), 
ал
w(x,,x2,x3) =

1 00
= 2- - П / ( Л . Л )

хз
[(xi ~У\)2 + ( х 2 ~ У 2 )2 +хз

J3 / 2
dyxdy2

үш өлшемді жарты кеңістіқ /7 = 3 үшін шешімдері.

Мына есептерді Грин функциясын пайдаланып шешіңіз:
17. Аи(Xj,x2,x3 =0, «| 0 = cosxl cosx2,x i > 0  аймақга;

18. A u ( x v x 2 , x 3 )  = е~Хз s inх { cosх2, м| ^  = 0 ,х 3 >0аймақга;

19. Аи(X], х2, х3)  = 0, u\s=f) = Ө (х 2 -  х, х3 > 0 аймақта;

20. Au(xv x2,x3)  = 0,м| 0 = е _4дс' sin5x2,x3 > 0  аймақта;

21. Au(xv x2,x3)  = 2. х,2 + х2 + (х 3 + l j 2 

и(X,, х2, х3 ̂  |А.3=0 = (1 + х,2 + х2 )~1, х3 > 0  аймақта;

22. AwfXj,x2 J = 0, и(хх,х2) |Х2=0= — —ү , х 2 > 0  аймақга;
1 Ч" Xj

Х\23. Au(x l , x 2)  = 0 ,u (x l , x 2)\X2:z0= ----- ү , х 2 > 0  аймақга; 1
1 4* Ху
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24. Ди(х ,, х2 )  = 0, и (х х, х2 ) |Л2=0 =
1

(1 + x f  )■2
,х2 > 0 аймақта;

25. Аи(хх,х 2) -  0, и(хх,х2)  \Х2=0 = cosх 1,х2 > 0  аймақта;

26. Аи(хх,х2)  = a, и (хх,х 2)  L 0 = Ь,х2 > 0  аймак^а;

§ 3. Потенциалдар

R" кеңістікте S  шекарамен шектелген Q аймақ болсын; 
/и(у) е  C(Q) - үзіліссіз функция делік.

и(х)=  j En(x,y)ju(y)dy (4.7)
Q

көлемдік потенциалдық кейбір .шекаралық есептерді шешуге 
қажетті қасиеттеріне келтірейік.

Егер көлемдік потенциалдың тығыздығы /л (у) е  С 1 (Q )

және шектелсе , онда көлемдік потенциал Q + (ішкі) аймақта 
A u ( x )  =  -conju(x) ,  J c e Q +

Пуассон тендеуін қанағаттандырады, мүндағы 
\2 л , п  = 2
1[4 л ,п  = 3.

Бұл касиетті қолданып
Аи(х)  = f ( x )  е  С 1 ( Q +), ( f  ( х )  = -conju(x))
Пуассон теңдуінің жеке шешімін

ио ( х )  = --------\ f ( y ) E „ ( x , y ) d y
60 ” Q+

анықгай аламыз.
Біртексіз Пуассон тендеуіне и(х )  = и0( х )  + v ( x ) 

өрнекпен жаңа v (х )  белгісіз функция енгізу нәтижесінде 
A v (x )  = 0 -  Лаплас тендеуін аламыз.
Демек, Пуассон тендеуі үшін қойылған шекаралық есепті 
Лаплас тендеуі үшін есепке келтіріп шешеміз.
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1 &E ^ x  у  j
w(x)  =   \м (У )— ~— *—- d a  - қосқабаттық, (4.8)

со * d v  y
ш п S  У

v (x )  = — У)Ец ( х > У)d<?у -жайқабаттық
s

(4.9)

потенциалдар деп аталады. Соңғы екі потенциалдардың І Т  
аймақган £2 аймаққа өткенде мынадай қасиеттер орынды

О о) = -  ~  М хо) + И>о ).

w"(*o) = 2 ^ x°) + w(x0)’

мұндағы w(х0) = —— (ц{у )  — c/tf 
ю„ SJ ' 5vy

және

у

<9vV xo J

i /  , ,

xo

2 dvr*o

ал мұндағы
3vfx0J _ 1

dv fc(y>
X0 C0« 5 *0

d£ „(4 ,.W  
dv„

Ескерту. Лаплас теңдеуінің іргелі шешімі

E J x , y )  =

In-
1

| x - ^  
1

-,n = 2

болғандықган
dE„(x,y) - c o s ^

(4.10)

(4.11)

3 v x0 х - л і
I o-l

,n = 3

,n — 2,3 үшін және
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c o s ^

s \ x ~ y
, d <Tуn-\ У

-con,x  6 Q +

~ (°nl2'>X e  a

0,x e  Q ”

Мысал. Тығыздығы ц ( у )  = Ц0 = const болған | х  |< R
шардағы көлемдік потенциалды еселтеңіз.

Шешуі: Есепті шешуге (4.7) көлемдік потенциал өрнегін 
және сфералық кордината жүйесін пайдаланамыз, яғни

г dy \у\ = r  sin# cos 
H(x) = \/Uq ----------= |  . I =

q I x ~ y \  \У2 ~ r  sin 0 sin 4*, _y3 = rcoso'i
R л 2л л »3

= ju0 J r 2 dr jsin 6d6 — .
o o o  3

Ескерту. Жай және қос қабаттық потенциалдарды 
есептегенде сәйкес түрде d<ry = r<d¥ немесе

dcry = r 2 sin6c№d9 болған бет элементерін пайдаланған 
қолайлы.
27. |х| < R шарда көлемдік потенциалдарды есептеңіз, егер 

тығыздығы:

a )  ju(x) = \х\2; б)  /л(х) = е~̂ х';

в )  / л ( х )  =
і + Ы ’

■; г )  ju(x) = In 1 + г  I 
~R

28. Г < R  шеңбер ішіндегі аймақтық 
есептеңіз, егер тығыздығы:

\

болса.
)
потенциалдардын

а)  ц ( х ) - г ;  б )  м ( х )  =  г 2 ; в )  / и ( х ) = -------
1 + г

г )  іх(х)  = 4 г ;  д) \ i(x)  = sinr; ж ) \ i(x) = cosr
болса.

29. Тығыздығы ju(x) -  x  бірлік x 2 + у 2 =1 шеңберге тарағаи 
массаның қосқабаттық и(х, у )  потенциалын аңықта;
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30. Au (x , y , z )  = 0, тендудің z = 1 шар сыртында

u (x ,y , z ) \ z=l = x 2 - y 2 - l ,
шартты қаi гағаггандьгратын Дирихле есебін шешіңіз.
31. Тығыздығы /г потенциал Q аймақта

u ( x , y , z )  = ( x 2 + у 2 + z 2) 2 - 4 ,  
осы потенциалдын тығыздығын табыңыз
32. Жоғардағы 31 есеп шарты бойынша Q аймақта

2 2 2 2орналасқан х + у  + z <г  шардың массасын табыңыз.
33. Көлемдік массаның Q  аймақтағы потенциалы

'У
и (х ,у )  = х  у  - 1 .  Осы аймақтағы -1  < х < 1, — 1 < jp < 1
квадраттың массасын анықтаңыз.
34. Шеңбер г =х  + у  <1 ішінің масса потенциалы

и( х ’У) = )О
функциямен берілген. Мына

1 2 7— < х + у  < 1 /2  - сақина ішінің М массасын анықтаңыз.

35. Квадрат -1  < х  < 1,-1 < у < 1 

тығыздығы //(х, у) = ху потенциал

бойынша жайғасқан

М у),
J =  I

х2+у2=1 Эу ,
-dS,

өртіекте. Осы интегралды есептеңіз.
/  1

Нұсқау: J— — dSx =  -0)„ f / / ( y)dcry -  Гаусс
s -*■

формуласын пайдалану керек.

1.

А и(г,Ө,у) =

Жауаптары

+  -

J L — I
г 2 дг' 

1

ди
дг

+
1

г 2 sind дӨ
д (  . п ди 

Sind —  
dd

\

д 2и
г 2 sin2 d д у '

=  0.
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2. a) n -  2 -гармониялық , n> 2 -  емес; 
б) гармониялық; в) емес.

1 ^3. a) f { z )  = —;6). f ( z )  = z  + 2z;b) o = chxsiny  + C;
z

r) .u  ( x , y )  = -chx cos у  + С; д) f ( z ) = 2sin z - z .
4. Жауаптары жоқ (оңай болғандықтан).
5. Жауабы жоқ.
6. а)В  = 0 мәңінде есеп шешіледі, шешімі и = c o s t , ал 

В Ф 0 жағдайда есеп шешілмейді;
б) и (х , у )  = 2R[xz -  у 2)+ Ry + С, erep А = 4 ; ал
А Ф 4 жағдайда есеп шешілмейді;

\ / \ 1̂7? / 2  2 \ т> A R 2г) и (х , у )  = — — [х - у  J+C, егер В = —^ —, ал

AR2
В Ф ------- жағдайда есеп шешілмейді.2

. R 3 /  2 2 \ 4Т?3 R d‘д) и ( х , у )  = — - ( у  - х  ) ----- у~У + С, егер А = —
4 г г 2

. R 2ал А Ф мэндерде есеп дұрыс қоиылмаған.

7 а) и(г, у ) — _ Г-  cos у  + С;
К —

_ г 2 sin 2 ^  r 3cos34/
б) и{г,у) = — ----- 2* + —;------ г  + С;

R 2 - R 2 R 3 - R 3

ч . . . r 2 ccw24/ „  .в) и(г,ц/) = А —------- г- + С, егер В  = —Л , ал
Д2 - ^ 2

В Ф - А  мәндерінде jV соу2 Ч; + Bsin2 Ч* )с№ Ф 0,
0

есеп дұрыс қойылмаған болады.

яғни
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д) u(r , '¥ )  =
RRxsin 'P  R 5R x5 c o s 5 4 >

+ -
( R x - R ) r  ( R x5 - R 5y

+ C.

. RR, sin T
ж) u (r ,y )  = ---- ---------- b

3R 2R 2 cos 24J
+ C,

(R\ - R ) r  2( R 2 -  R 2 ) r 2 
егер В = 3 /2 ; ал В ФЪ12 мөнінде есеп шешілмейді,

2 л
себебі J /Y 'F )d>V Ф 0.

а) u(x, y , z )  -  xey cos z;

б) u(x, y , z )  = x (x  + y )  + z ( у  -  z )  + ex sin z;
в) u ( x , y , z )  = xs inychz  + shzcosy;

г) u ( x , y , z )  = x3 + z ( 2 x 2 - y ) ~ 3 x z 2 2 3
3

d) u (x ,y , z )  = xz + cos 2xch2z -  sin 2ych2z.
Inr /  a

2 ,

9. a) u (z )  = A + ( B - A ) -  ,
I n b /  a

б) u (r )  = A + b B ln r / a;
в) u(r )  = В + ctAlnr /  b; 

b(B -  ҺА) ln r  / aг) u(r ) = A + :

d) u (r )  = B +

\ + b h i n b / a
Y

a( A + hB)ln  —

1 + ah In
a

, . . b B - a A  , _ , z
ж )  u (r )  =  -------- - + bBln — ;

ah a

e) u ( x ) - A
hln —  In— 

a c

h ln—- I n — 
b c
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10. a ) u ( a )  -
A i n — -  B l n —

f l ______ a  .
I n b / c

6 ) u ( a ) ~  A  - b B l n —;
a  ’

a (  1 + bhln—^\~ ҺТ In —
в) u(a)  = — -̂---- ______ .

l + b h l n -  
c

г) u (a )  = B - c A l n b / a .

A l n ~ B l n -  
11. a)  u ( a )  = ------- ^ , u ( b )  =

, ,  b
Ain — -  В Inb /  c 
— “

I n c / d

6 ) u( a) ~ B  + c A l n u ( b )  = В  + cAlnb/ d.

12. a) u(R) = A + d ^ L z^ l).
_______ 9

6) Д = ] | с Ч - ( Л - й ) .
V a

( B - A ) l n -
13. a) u(a) = a -  c + B +----- _£ .у

( c - d ) l n -
b

6) u ( a )  =  c - b  + A  + c ( B - \ ) l n

в) u(a) -  a - c  + A +
{В -  A + c -  d ) l n —

In
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ur(b)  = 1+ В -  A + с -  d  

b l n ~

г) ur(a ) a + d(v  - 1)
a

u ( b ) ~ T  + b - c  + d ( v - \ ) l n —
c

R
j t 2f ( t ) d t  dp.14. u(r )  -  A -  J—у  

Г P

15. a) u (R )  —T + ~ ( a 2 -  R 2), мұнда k u (r )
К

тендеуді пайдалану керек.
>2 /~<2 і л/ г>2

б) u (R )  - B ( R L - С  ) -  A ( R l - d 2)  

d 2 - c 2 '
Q =

•> - f i r 2
16. а) u (a )  = А + Щ-—^ - ( B - A ) ;

б) u(a)  = A +

a ( c - b )  

b 2B ( a - c )
ac

в) u ( a ) - A  + c ~ ( a - b ) B
ab

-Jly17 e ' 5 cosx, cosx2;

18. -  e~Xy)sinx, cosx2;
, .  1 1 x, -  x,19. -  + — arctg - 2 —1

2  7 1

20. е~4д,“3із s in 5 x ,.
V2x,

= _ 6 g
к

( В - А )  к 
c2 - d 2
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21. и ( х х, х 2, х г )  -  [х2 +  х \  + ( х ъ +  \ ) 2 \ Х .

22. и ( Хі , х 2 )  =  —  Хі +1
Х1 + ( х 2+ 1)2

23. и ( х1, х 2 )  =  ~ ------
х , +  ( х 2 + 1  )2

24. и ( х1, х 2 )  =  т? '  ~ ( х * +1)2
[х,2 + ( х 2 + і ; 2 ]2

25. г^ х ,,л :2 J =  е~х- c o s х у.

26. u ( r , ' ¥ )  =  - ( R 2 - r 2 )  +  b
4

27. a)
47гТ?‘
5іхі

х  >  R; п R 4 -

4  \

, х | <  R;

б) \х \^  6 J?(2 + 2 ^  + ^ 2)J |х |> /?;

в) J ^ ( R ~ arct8R )> И ^ Д /

і- ^ М + й,4 п U R 2 ^

V
2 n R 3

1 + х
, х<тг .

г) Н **

п

J
( 2 R 3

+  3 R 2- \ x \2
2

'  '  И ' 2i + u  

R у
In

\
+ t N 2 + 2 | ^ | ( Д - 3 ) - Д 2

У  <

1 3 0



28.

- | я Л 2 / « г ,  г  > R ;  ^ \ R \ \ - A l n R ) - P ]  r < R.

— R* Inr, r > R ;  — [/?4( l - 4 / « r ) - r 4J r < R.
2 8

в) -2 n ln r ln s j l  + R 2, r > R; -2n[lnrlnyl\ + R 2 -

6)

1 Kcln(l + r 2)
dr.

r)

, r< R .

4 x 4—  u R 2 Inr, r > R; — n
5 5

f  5

i?2 /n/?+-
5 Л

r 2 -7 ? 2
У

д) 2k {R c o s  R -  sinR)ln r, r > R;
R ■

2k (R In R -  In R sin R + sin r -  sin R + + f-..—  dr\
r

ж) 2nIn r( 1 -  R sin R -  cos R), r > R;

2k In r -  In R(R sin R + cos R) + cosr -  cos R + J  

r < R.

COST]
r,

29. u ( x , y )  =

X l  lегер x  + y  < 1,

2 ( x l + y z )
, егер x 2 + y 2 >1.

30. u ( x , y , z )  = Х2 - У 2
( x 2 + y 2 + z 2) 5/2 (x2 + y 2 + z 2)2  \ l / 2

31. ( x 2 + y 2 + x 2) .
71

r < R.

r < R.

drx ,
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32. - 4 г 5 = М .

3 3 » = - % *
34. М = 3и/32 .
35. J  = 0.



V  тарау. ФУРЬЕ (АЙНЫМАЛЫЛАРҒА ЖІКТЕУ) ӘДІСІ

§1. Фурье әдісінің жалпылама сүлбесі жэне оны әртурлі 
теңдеулерге қолдану

Қарапайым 

1
Lu=~y-r(div(p(x)gradu)-q(x)u)=A

р{х)
д^и ди
~ 2 +В—  
д Г dt

(5.1)

екінші ретті айнымалы коэффициента, сызықтық, дербес 
туындылы тендеу үшін қойылған аралас есептерге Фурье 
өдісін қолдану мәселесін қысқаша келтірейік. Бұл тендеудегі

Р(х),  q (х )  е С([Q] );р ( х ) е С '  ([QJ);р (х ) ,  р ( х )  > 0;
q (x )  > 0; Vx е Q белгілі, ал u ( x j )  -белгісіз функция. 
Егер (5.1) тендеудегі А=1,В=0 болса, онда (5.1)- 

гиперболалық, егер А ^О З^І болса —параболалық, ал А=-1 
,В=0 жағдайда- элиптикалық болатыны айқын.

Фурьенің белгісіз функцияны оның аргумеңттеріне 
жекелей тәуелді болған функцияларға жіктеу нөтижесінде, 
яғни белгісіз u(x,t) функцияны есептегі шекаралық
шарттарды қанағаттандыратындай X^(x)T^(t )  көбейтінді
ретінде іздеп; одан кейін суперпозиция қағидасын 
пайдаланып есептің шешуін

u(x ,t )  = ^ C kX k(x)Tk( t )  (5.2)
k

түрінде анықтайды, мұндагы белгісіз С/с коэффициенттерді
есептегі бастапқы шарттар орындалатындай етіп таңдап 
алады.

,Бұл (5.2) шешімдегі Х ^ і х )  қарастырылып жатқан
аралас есепке сәйкес меншікті функциялар.

Фурье өдісі түсінікті болуы үшін әрбір типтегі аралас 
есептер үшін қысқаша тоқталайық.
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1. Гиперболалық теңцеу үшін аралас есеп:
Төртбүрыш (0, і ) х (0,Т) аймақта

Lu(x,t) = p(x)utt
теңцеуден [0,1 1 кесінді шекарасында

Т\и = aux (0,t) + = 0,

T2 U = yux (l,t) + Su(l,t) = 0,

(a 2 +/32 *  0, / 2 +<52 * 0 )  
шекаралық жөне

г (̂х,0) = ^>(x), (jc,0) = ^/(x)
бастапқы шарттарды қанағаттандыратын u(x,t) функцияны 
анықтау керек.

2. Параболалық теңдеу үшін аралас есеп:
Тортбұрыш (0, £) х (0,Т) аймақта

Lu(x,t) = р(х)щ  (5.6)
теңцсуден (5.4) шекаралық және

и(х, 0) = ср(х), (5.7)
батапқы шарттарды қанағаттандыратын u(x,t) 
температураны анықтау керек.

Бұл екі ссеп үшін де белгісіз u(x,t) функцияны Фурье 
әдісі бойынша

u(x,t) = X(x)T( t)  э* 0 (5.8)
түрінде іздейді. Бүл орнекті (5.3) немесс (5.6) дербес 
туындылы тендеуге қойған кезде X(x),T(t) функцнялар үшін 
жай дифффсренциалдық тендеулер алынады. Оның Х(х) 
функциясы үшін тендеуіне

Х"(х) + Я2Х(х) = 0, Г,Х(х) = 0,Г2Х (х) = 0 (5.9)

түріндегі Штурма-Лиувиль есебін қарастырып, ол ессптің 
меншікті сандары мен меншікті функциялары арқылы (5.8) 
түріндегі шешімдерін анықтаймыз.

(5.3)

(5.4)

(5.5)
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1- ескерту. Фурье әдісін шешу процесінде жай 
диффференциалдық теңдеу курсындағы Штурма-Лиувиль 
есебінің касиеттерімен белгілі шарттарды қанағаттандыратын 
функцияның Фурье қатарыиа жіктелудің (Стеклов теоремасы 
т.б.) анализдегі мағлүматтарды алынған шешімнің регулярлық 
екенін дәлелдеуге пайдаланамыз.

2- ескерту. Фурье әдісі жоғарғы реггі теңдеулер үшін және 
коп аргументті функциялар үшін де жоғарыдай 
принциптермен қолданады.

3- ескерту. Осы келтірілген әдісті элиптикалық теңцеу 
үшін де қолданады. Кейбір жағдайда Штурма-Лиувиль есебі 
айнымалы коэфициентті жай дифференциалдық теңдсуге 
келтіріп, оның меншікті функциялары арнайы функциялар 
түрінде анықталады.

§ 2. Біртекті емес аралас есеп ушін Фурье эдісі.

Мәселен гиперболалық тендеу үшін
Lu(x,t) -  p{x)utt = f ( x , t ) , (5.10)

Г,н = д, ( t ) , r2u = f l 2( t ) , (5.11)
и(х, 0) = p ( x ) , U ( ( x ,  0) = і//(х) (5.12)

аралас есепті Фурье әдісімен шешу үшін біріншіден (5.11)- 
шекаралық шарттарды біртекті болатындай етіп 
функцияны

Г{(o(x,t,) = jux(t), F2co(x,t) = ju2( t )  
шарттарды қанағаттандыратындай таңцап, оған 
функцияны

и(х, t )  = v(x, t )  + со( x , t )
түрінде алмастырамыз.Нәтижеде (5.10)-(5.12) есеп 

Lv( x , t ) - p ( x  )v( x , t )  = F(x, t) ,
Y{v(x , t)  = T2v( x, t)  = 0,
v(x,0) = ^(xXv/Cx.O) = щ (х )

аралас есепке келеді.
Бұл есептің шешімін

0)(x,t)

белгісіз

(5.13)

(5.14)
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v(x,0 = v1(x,/) + v2(x ,0  (5.15)
түрінде іздейміз. vj(x,/) функция жоғарыдағы (5.3)-(5.5) 
аралас есптің шешімі, ал v2(x , t )  болса

Lv2(x , t )~  p(x)v2(x,t) = F(x,t),
(j.16)

r,v2(* ,o  = r 2v2(x ,0  = 0,
v2 (x,0) = v 2t (x ,0)  = 0 есептің шешімі.

Бұл соңғы (5.16) есептің шешімін
v2( x , t )  =  Y T k ( t ) X k ( t )  (5.17)

к
түрінде іздейміз, мүндағы Х к( х ) -жоғарыдағы v ,( х , t ) -
біртекті аралас есептегі Штурма-Лиувиль есебінің меншікті 
функцияларыы, ал Тк ( t )  -белгісіз; ал (5.16) сссптегі F ( x , t )  
функцияны

F ( x , t )  = Y j f k ( t ) X k ( t ) (5.18)

түрінде Фурьс қатарына жіктеп ( f k  (0  -белгілі Фурье 
коэфициенттері) (5.17) қатармен бірге (5.16) есепке қойған 
кезде белгісіз 7^(1) функцияларды анықтау үшін

Г і \ 2
Tk(t)  +

К
Р ( х ) )

П ( 0  = - ~ Л ( 0 ,
р ( х ) (5.19)

Тк(0)  = 0,Тк(0)  = 0
есепке келеміз; бүл есеп түрақты коэфициенттерді 
вариациялау әдісімен шешіледі.

Міне осылайша біртекті емес аралас есеп шешіледі. 
Кслтірілген әдістерді пайдаланып төмендегі 

гиперболалық, гіараболалық және элиптикалық есептер үшін 
қойылган аралас есептерді Фурьенің айнымалыларға жіктеу 
әдісімен шешіңіз.

!• и„ = и хх+ х ,0  < х  < 7Г, и\ х=0 = и\х=л = 0,
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u\t=0 = sin 2x, u, | /=0 = 0.

2. u„ = u ^ ,  u(0,t) = u ( U )  = 0, u(x,0) = 0,

u t ( x ,  0 )  =  s in —j —x.

5лJJL
3. utt = u xx,u (0 , t )  = 0, u x ( l , t )  = 0,u(x,0) = s i n - j X ,

к
u, (  x,0 ) = cos— X.

' 21
4. un = uxx, ux(0 , t )  = ux( l , t )  = 0, u(x,0) = x ,u , (x ,0 )  = 1.

5. nu -  a 2uxx + f ( x ) ,  u(0 ,t)  = a, u( l , t )  = Д  

u( x,0) = u,(x,0) = 0.
7Г

6. un = u xx + Ae~ cos— x, ux(0 , t )  = u(l , t )  = 0, 

u(  x,0)  = 0 ,u,(  x,0)  = 0.
2 21

7. u„ = a 2uxx + sin2t,ux(0 , t)  = 0, ux( l , t )  = — sin— sin2t,

2x
u(x,0) = 0, u.(x,0)  = - 2 cos— , 0 < x < /, t > 0.

a
8. uu = a 2uxx, u(0 ,t)  = ux( l , t )  = 0, 0 < x < / ,

1 11я" 4/r
x,0) = — sin-----xcox— x, ut (x,0) ~ 0 , 0  < x  < l , t  >0.

15 2/ 21
9. uu -  7ut = uxx + 2ux -  21 -  l x  -  хшЗх, 0 < x < n,

И| л-=0 =  M| x —jv =  и | /=0 =  I /=0 =

rt 1 1 1
10. —r-u lt = u n.+ — ur + —  u тендеуді қанағаттандыратын,

a r r
радиусы R дөңгелек мембрана (шеттері бкітілген) еркін 
тербелісін табыңыз, яғни
и r=a = ° ’U\t=0 = Uo(r><P)’U,\t=0 = Ul(r,<p)=>u(r,<p) = ?
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§ 3. Фурье эдісін көп айнымалы гиперболалық теқдеуге қолдану. 
Тортбурыіи мембрананыц еркін тербелуі

Мембрана шекарасы сг болған 
Q = {0 < х  < p } x { 0 < y < q }  төртбүрышпен бірдей болсын. 
u(x ,y , t ) функцияны мембрананың (х,у)  иүктесінің / уақыт 
кезіндегі ауытқуы деп қабылдасақ, онда тортбүрышты 

2
мембрананың R жазықтықтағы тербелісі

и„ = а 2(ихх +иуу)  (5.20)
тендеумен өрнектеледі. Осы тендеудің мынадай шекаралық

[u(0,y, t)  = 0, и ( p , y , t )  = 0, 0 < y < q ,  
\u(x ,0 , t)  = 0 ,u(x ,q ,t )  = 0, 0 < х < р

(5.21 )-(5.22)

шарттар мен жөне
u ( x , y f i )  =  <p(x,y) ,  и , ( х , у , о )  =  1/ / ( х , у )  (5.23)

бастапқы шарттарды қанағаттандыратын шешімін табу керек.
Бүл есеп дүрыс қойылған болуы үшін (5.21)-(5.22) 

шекаралық шарттармен (5.23) бастапқы шарттар бірімен-бірі 
үйлесуі лазым, яғни

= И а  = °  (524>

орындалсын.
Бүл (5.20)-(5.24) есептің шешімін

u ( x , y , t )  =  v ( x , y ) T ( t )  (5.25)
түрінде іздеп, оны (5.20) тендеуге қойып 

Т" = VXX+ Vyy 
а 2Т  v

өрнегін аламыз, ал бүл соңш орнектен белгілі зандылықпен 
T"(t)  + (Aa)2T ( t )  = 0 , (5.26)

v ^  + V y y + ^ v ^ O  (5.27)
тендеулерді аламыз.
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Әдетте (5.27) тендеу Гельмгольц тендеуі деп аталады. 
(5.21)-(5.22) шскаралық шартгардан v(x ,y ) фугкция үшін 
(5.27) тендеуді шешугс керскті

v (0 ,y )  = v ( p , y )  = 0; v(х,0) -  v (x ,q )  -  0 (5.28)
шарттарды аламыз. Ал (5.27)-( 5.28) есептіц шешімін

v ( x , y )  = X ( x ) Y ( y )  (5.29)

түрінде іздесек және ол шешімді (5.27) теңцеуге қойыгі

Ү х
^ + л > = - ^
Ү X р

өрнегін аламыз; бүгдан
Х " ( х )  + р 2Х ( х )  = 0 ,

Г ( у )  + у2Ү(у) = 0, v2 = Д2 -  / / 2

(5.30)

(5.31)
қарапайым теидеулер шығады.

Егер (5.29) шешімді (5.28) шарттарга қойсақ, онда (5.30) 
мен (5.31) сссптерді шешугс ксрскті шекаралық шарттарды 
аламыз:

X ( 0 ) - X ( p )  = 0 ,  (5.32)
Y(0)  = Y ( q )  = 0.  (5.33)

Сонымен біз (5.30), (5.32) есебімен (5.31), (5.33)
есептерінің Штурма-Лиувиль сссптері екенін пайдаланып, 
бірдсн олардың сойксс түрде меншікті сандары мсн меншікті 
функциялары:

к я
Х к( х )  = sin— х, к -  1,2,.. (5.34)

Р

•',2 =
( S71 S K

Ys(  у )  = sin— у, s = 1,2.... (5.35)
КЧ J ' Я

Ендсше (5.27)- (5.28) есеп үшін меншікгі сандар мен 
мсншікті функциялар

4  =
( кя']

1
— +

1 Р ) 1 Ч )
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vks( Х’У) = X k (x)Ys( у )  = sin —  x sin— y, k,s  = 1,2,.. (5.36)
p q

2 2Онда (5.26) теңдсуде X -  Xks деп интегралдасақ, оның 
шешімі

ТЬ Сt )  = Aks cos Xksat + Bks sinXb at
болады. Демек жалпы (5.20) тендеудің (5.21)- (5.22)
шарттарды қанағаттандыратын шешімі 

u{x,y, t )  =

= X 1 (Aks cos Xb at + Bb  sin Xksat) sin fikx sin vkу
k= \s= \

мұндағы белгісіз Aks,Bks еселіктер (5.23) шартқа байланысты 
табылады, яғни

00 00

<Р(х,у) = Ү ^ А кз s in p kx s in vky , (5.38)
к=1 5=1

00 00

У(х,У) = XI BksXksdsiniikXsinvky  (5.39)
к=\ з=1

Фурье қатарларының еселіктері деп үйғарсақ, онда 
р ч
jdx^<p(x,y)sinpkxs invky d y ,Aks ~

Bks ~

4
pq

4

о о 
Р ч

Xksapq
\dx ̂ у/( х , у )  sin р к х sin vk ydy
о о

анықтаймыз. Бұларды (5.37) өрнекке қойсақ есепті шешкен 
боламыз.

Әрине,есептің шешімі (5.37) қатар бірқалыпты жинақты. 

Мына есептерді шешіңіз:
11. Төртбұрышты 0 < х < р ,  0 < y < q  мембрананың 
х = 0, 0 < у  <q шскарасы бос, ал қалған жақтары бекітілген
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деп үйғарып мембрананың тербелісін мынадай бастапқы 
шарттарды:

a) u(x,y ,0) = cos —  sin —  , ut (x ,y ,0) = 0;
2s р

7Су
б) и(х ,у ,0)  = 0, ut ( x , y f i )  = B ( s - x ) s i n  —

р
қанағаттандырған шешімдерін анықтау керек.
12. Жиектері бекітілген төртбұрыштық (квадраттық) 
(0 < х < р) ,  (0 < у  < р )  мембрана тербелісінің бастапқы

I лх . Tty
u\t=0= A s m — sin— ,u л = 0

p  p  |,=0
мөндсрі болған еркін тербелісін табыңыз.
13. Мына аралас есспті:

ин = А и, 0<Х<7Г, 0 < у  <7Г ,

WU'=0

и\ t=0

= и .= 11У= о
= и у = п

= 3 sin х sin 2 у, и, 11=0 =

= 0 ,

3sin3xs in4y
шешіңіз.

Ескерту. Басқа типтегі көп аргументті тевдеу үшін 
қойылған аралас есептерді де осылайша шешуге болады.

§ 4. Параболалық теңдеу ушін Фурье әдісі

14.  и, = 4и ^ ,  0 < х < l,t > 0, u(0,t)  = u(l , t )  = О, 
и( х,0)  = Вх;

15. иt -  25ихх,0 < х < l,t > 0,ux(0,t )  = ux( l , t )  = О,
и(х,0) -  А;

16. и, = 25ихх -4 и ,0  < х  <l , t  > 0,u(0,t)  = ux(I, t)  = О,

и( х,0 ) = sin— ;
21

17. и( = 25иххВ < х  <l, t  > 0,ux(0 , t)  = ux( l , t )  = Р, 
и( х,0)  = Вх;
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18. и, = < х  < l , t  > 0 ,и  ( 0 , t )  = О,

ux ( l , t )  = Ae 1, u(x,0) = T;
2

19. 0 < r < R шарда Uf = a u(r,t) тендеуді
қанағаттандыратын u = u(r,t) -шектслгсн u(R,t) = 0 , 

r
u(r,Qi) = sin—,/ > 0 шарттарды қанағаттандырған шешімді 

a
анықта.
20. 0 < г < R шарда и, = a 2Au(r, t) - du,t > 0,d > О,

\и(r , t ) j < да, ur (  R, t )  = 0 жэне u(r,0) =
\A,0 <r < R / 2 ,  
\ 0 ,R / 2 < r  < R

шарттарды қанағаттандырған шешімді анықта.

21. Мына 0 < х < р,0 < у  < дтөртбұрышта

ut = а ( ихх + и )  + A sin-----cos —  тендеудщ
2 p 2s

u (0 ,y , t )  = ux( p , y , t )  = 0, 0 < y < s , t > 0 ,  

uy (x,0,t)  = u(x , s , t )  = 0, 0 < x < p , l > 0 ,

u(x ,y ,0) = В sin — cos— 0 < x < p ,
2 p  2s

шарттарды қанағаттандыратын шсшімін анықта.

О < у  < s

22. и , - и хх- и  = x t ( 2 - t )  + 2cost, 0 < х < л ,  ux\x=0= t 2,
.2и | = t 2,

Х\Х=7Г ,
щ = х  +2.I /=0

23. Мына аралас есепке Бессель функциясын пайдаланып 
шешіңіз:

и, = u rr + ~ u r +tJ0( p ]r), 
г

< 00, и\ г—1= 0,
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u(r , t) \ l=о = ° ,

мұндағы /л\ -мына J 0 ( ц )  -  0,0 < r < 1 Бессель тендеуінің оң 
түбірі.

§ 5. Эллиптикалық теңдеулер уиіін Фурье әдісі

24. Тортбүрыш 0 < х < /?,0 < < s аймақта Дм(х,>’) = 0
теңдеудің

их(0 ,у )  = их(  р , у )  = 0, и(  х,0)  = V, и(х, s )  = Ах 
шарттарды қанағаттандыратын шешімін анықта.

25. Төртбүрыш 0 < х < р ,0 < у  < s аймақта Лаплас 
тендеудің мына

сАү
u(0 ,y )  = 0, и ( р , у )  = Ay, u(x,0) = 0, и(x ,s ) — ——

Р
шарттарды қанағаттандыратын шешімін анықта.

26. Жарты жолақ 0 < х < со,0 < у  <1 аймақта Лаплас 
тендеуінің

и (х,0) = Uy(x,l) = 0 ,w (0,y) =  е~У,и(со,у) = 0 

шарттарды қанағаттандыратын шешімін анықта.

27. Шеңбер 0 < r < R  шекарасында u(r,<p) = <ps'm<p шартты 
қанағаттандыратын шеңбер ішінде гармониялық функцияны 
анықта.

28. 27 есептегі аймақтың шекарасында ur (R,(p) = ship
шартты қанағаттандыратын гармониялық функцияны
анықта.

29. 0 < г < R щеңбер сыртында Лаплас тендеуінің шешімі 
ur(R,<p) = Q.5 + (р sin 2(р шекаралық шартты қанағаттан - 
дыратын шешімін анықта.
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30. a < r <b  сақинада гармониялық және 
ur (a, (р) = a cos <р, u(b, q>) = В + Т sin 2 ср шарттарды канағат- 
тандыратын функцияны анықта.

31. Айнала сектор 0 < r < R,0 < ср < а  аймақта мына 
шарттарды м(г,0) = u(r ,a) = 0,ur (R,q>) = А қанағаггтанды- 
ратын гармониялық функцияны анықта.

§ 6. Фурье әдісіне арпайы функцияларды қолдану

Жоғарыда дербес туындылы теңцеулер үшін аралас 
есптерді кесінді, цилиндрлік және төртбұрыш аймақтарда 
Фурье тәсілімен қарастырғанда тұрақта коэфициентті, 
сызықты 2-реттік жай дифференциалдық тендеу үшін 
Штурма-Лиувиль есебінің меншікгі функциялары үшін 
белгілі аралықта тола тригонометриялық функциялар 
жиынын пайдаландық.

Егерде математикалық физиканың шекаралық есептерін 
шеңбер, цилиндр және шар секілді аймақтарда шешетін 
болсақ, Штурма-Лиувиль есебі айнымалы коэфициентті, 
сызықтық жай дифференциалдық тендеулер үшін 
қарастырылады. Әдеттс мұндай Штурма-Лиувиль есептерінің 
меншікті функциялары белгілі бір аралықта, салмақ 
функцияға салыстырғаида ортогоналдық және қасиеттері бар 
арнайы функцияларды пайдалануға тура келеді.

Моселен,
х 2у" + ху' + ( Л2х 2 -  V2 ) у  -  0, 0 < х < / (5.40)

тендеуі’е
\у (0) \<ю,у(1)  = 0 (5.41)

шарттармен Штурма-Лиувиль есебінің меншікті функциялары

Mk х k = 1,2,.. (5.42)
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(0,1) аралықта р(х ) = х салмақ функцияға салыстырғанда 
тола жиын қүрайды. Сондықтан [0,1] кесіндідегі кез - 
келген қүрақты-жатық және есептіц шекаралық шарттарын 
қанағаггандыратын (5.42) секілді (ол Бессель функциясы) 
арнайы функциялар бойынша қатарға жіктеуге болады.

Мінс осы қысқаша берген мағлұматтарды есксре отырып, 
Фурье әдісіне арнайы функцияларды пайдаланып шекаралық 
есептерді шешейік.

Мысал. Дөңгелек мембрананың еркін тербелуі

Q : х^  + <1
2

шеңберінде ии = а ( ихх + и )

и г-  0, а  : х 2 + у 2 =1 шекаралық

тендеуді

және

u(x ,y ,0)  = (p(x,y), ut(x ,y ,0) = у / (х ,у )  бастапқы шарт -
тармен шешу керек.

Егер бүл есептегі белгілі ср, у/ функциялар тек радиандық

r = \ jx^  + у ^  айнымалыға тәуелді болсын деп қабылдасақ 
жоғарыдағы есеп

и„ = а 2(и п  + -М -), 0 < r  <l, t  >0, (5.43)
г

u(r , t)  |г=/ = 0 , (5.44)

u(r ,0 ) -g ) ( r ) ,u t (r,0) = i//(r) (5.45)
түрге келеді. Бүл есептің шенелген шешімін табу үшін Фурье 
әдісін қолданайық,яғни u(r,t) фуикцияны

u(r , t )  = R (r )T ( t ) (5.46)

көбейткіш ретінде іздейміз. (5.46)-өрнекті (5.43)-(5.44) 
тендеумен шскаралық шартқа қойып

T"(t )  + ( a l ) 2T ( t )  = 0 (5.47)
тендеумен мына
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r 2R"(г)  + rR'(г)  + (a r ) 2 R ( r ) -  О,

\ R ( 0 ) \ < o o , R ( l )  =  0

Штурма-Лиувиль есебіне келеміз. Соңғы есептің меншікті 
мәндері мен меншікті функциялары

( 0 >2 ( 0 Л
Л- 

Ю II М к
К 1 J

,Rk(r)  = J 0
1 1 J

яғни меншікті функциялар, жоғарыда ескерткендей, 
Бесссльдың v = 0 -ретгі функциялары. Ал (5.43)-(5.45) 
есептің шешімі

к=і

. к , n  . ju°kAk cos —— at + Bk sin----- at
l l

f  „о Л 
< " * r
V / /

мұндағы Afc, В коэфициенттер, белгілі төсілмен, бастапқы 
шарттар арқылы анықталады.

Келтірілген мағлүматтар мен мысалды пайдаланып, 
төмендегі есптерді шешіңіз.

1 &
32. и„ = 25-----

" г дг

Г ди
dr j

, 0 < r  <l , t  > 0,

\u(0,t)\ < оо, u(l , t )  = 0,t > 0 ,

u(r t0) = *Jr и,(г,0)  = л/r ,  О < г < R .

33. ип — а
1 д_
г дг

ди 
~дг.

О < г < R,t > О,

фО ,0|<°°, / > 0 ,  u(R, 0) = 0 ,

(r,0) = B(R2 - г 2) ,  U((r,0) = 0,0 < г < R .

34. и„ = 25
\_д_ 
г дг

f  &Лг —
\  д г )

О < г < R,t > 0, |и(0,/)| < оо,
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u(R.t) = О, t > О , u(r,0) = О , и,(г,О) = А, О < г < R .

35. Ьи, -  А (r , t)  , и(г,0) = f  (г),  - к — \ = хи\г=а
or

ұзын, радиусы а цилиндрдің салқындау қүбылысы.

36. Радиусы R шексіз цилиндрдің бастапқы температурасы 
2

Аг , ал цилиндрдің шекарасы жылу өткізеді. Цилиндрдегі 
температураның орналасуын анықтау керек.

2
Нұсқау: есеп мына щ = a Au(r, t) 0 < г < R, t > О

тендеуді

|w(0,/)| < оо, ur (R,0) = 0, t -» 0 u(r,0) = Аг^  0 < r < R ,  
математикалық есепті шсшуге келтіріледі.

37. А и + ae~^z  = 0 һ > 0 , мұндағы

1 д ди 
А и = ——(г — ) +

б 2и
|n(0,z)| <оо,

r dr dr'

ur (R,z) = 0, 0 < z < o o , u(r,0) = Q , 0 < r < R
(бұл радиусы R шексіз цилиндрдегі газдың 
туралы есел).

таралуы

38. Жоғарыдағы 37 есептегі теңдеу \и(r,z)\< со, 

ur( R , z )  + ди( R , z )  = О,
и( r,0) = Q , u(R, со) = 0, 0 <r < R, z > 0 , шарттарын 

қанағаттандырғандағы и(г,г,1)-тга қүбылысын анықтау 
керек.



Жауаптары

14. и(х,С) = ~ ' £
П к=1

2/Д
—  :-----еК } sin— x .

кя

15. и(x ,t )  = A .

16. и(x ,t )  = e

f л \
'25л-2 /  
— Г-+4 
4/2

/

. ЯSin---X.
21

17. u(x , t )  = p X + ( ^ L - ^ P l
я

18 .

u(x,t)

А  . х 2 А  -е « и —+ —>

со.

I
cos — 

а
2к + \

~ і Г

а а к= О

Л + ( - 1 ) кА а 2 
&к \ - a 2a l

2 2 , -a 6)7t
sino),x , 1

,сок * l / a , k  = 0,1,2,...

О 00
19. u(r , t )  = —  У  

Rr
г . т , km ,
\r sin—sin-----dr

о a R ^

нұсқау: v(r,t) = ru(r,t) алмастыру керек.

20.

u{r,t) =

акя' Г

7 r ~ J ‘ . k msin-----
R

= е-dt
2 sin ДА* c o s ^
_____ z  _____ :____

8 г к=\ 2RXk -  sin 2ДА* sin A^r

мұндағы Ак мына транцеденттік IgRA = RA теңдеудің теріс 
емес түбірі.
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21. u (x ,y , t )  = Be

2 2 a n f l  9

4 ,P2 s2 . ж Ълуsin— cos——+ 
2 p  2s

+ 4 A

2 2f 9 l )а ж —у  + ~ү
Ip s )

„2„2

1 - e
9 1 ,

—+T up~ s . 3 Ж  7ZVsin-----о т —
2 p  2s

22. u(x,t) = xP" +et  + s iiU -c o s / + e 3?cos2.x:

23.
Mi

■ + Mi (e -M\t V

24 .u(x,y) = ( P A -  2v) 
2 S ~

+ V -

4 р Л ^ _________1_ _____

* г й ү 2 * + і л > / —
P

„r ,  . 2 s A ^ ( - \ ) k+v25. u(x,y) = ---- ^ — j—
TC k=1

(2k  + \ ) n  (2k  +1 )жcos----------— xsh ---------— у

j клу . кж sh---- sin-----+
sh kns

1 , кж . клун------— sh -----sin——
зһкяр s s

s
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00
26. u(r ,cp)  — Y  a ^ e  

fc=0

м ұн дағы 4

(2к+Х)лх
о/ . {2к+\)лу
11 s in  -------- — ,

2/

2 \ -£ . (2кл-\)тг%
-  — \е ъ sin---- — - а с .

12  21

27.

7ГК °° 1
u ( r , ( p )  =  - \ - - ^ C 0 S ( p  + — sin(p +  2 ] Г  —

/ г \

Г2 Г  - 1  \ R
c o s k c p .

28. u(r ,q>)  =  Y / k ( a k c o s k y  +  b k s i n k y ) ,
k=о

2k

a k = — - - - - -  \shcp c o s  k(pd<p, 
fc/ZT

2я-
=

А: яг / с - 1

j s /u p s in  kcpd(p, к =  1 ,2 ,..

4І? я Г

3r ' 4 r 2 T r 2
29. u(r ,<p)  =  C  + ------- cos(p  +  — - c o s 2 ( p ■ sin 2cp +

♦ « Ш тfc=3
30.

b 2T (ci2A \ b2 I
“ М  = 8 ^ Г Т Г ? + Л » '

2 a r  +  —
. 4  \

s in  2  (p,
V

/гтг
, 4а4Д ̂  1 f 2 V • ^

31' " ^ ~ S f U J  s," ~a



32. u(r , t )  = f t
ы  1

о

Ак cos к -  + Вк sin

0 > /'■° ^
. 5 /^ Г

«И — — Л)/ /
1 /

А  ~
‘2А ( м О

г з/2 /
J Р  А dp,

В* =  —
51 р к J | (  р к)

Г 4 /з тj Р Jo

(  о  ̂
Р к Р  

I
\

(  О >
Р к Р

I
dp ,

О
мүндағы pfc Бессель функциясы ./(}(//) = 0 оң түбірлері.

о

33. u(r , t )  = SBR2J ] - ^ — ------- c o s ^ l j 0

( о >
P k r

к=1 0J о 
Рк d \ (Рк)

R

34. и ( г р )  = -— - ^ 1 , 5 p k t т
sin----— У,

R
\ J  

о / о   ̂
Р к г

к=1 Ог О
J \ ( Рк)

R R

оо - ~t
35. u ( r , t )  = Y ^ M ne “lb J,

П~\

( Л
xn -  \, мұндағы xn = Xna > 321V  ̂/

/ и  мына - j Q( x na ) - XJ x( x na)  = 0 транцендент тендеудің 

түбірі,

М„ = -п 2 /  г 2Я <а > ( x j + j U xJ )

U

\ r f ( r ) J  с
4 ,Л

(ІГ .
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1
36. u ( r , t )  =

A R 2 я Jn2^
+ 4 AR*

k=1 / ^ k ^ o ( ^ k )
Jc

(  \  
W

k r ;

37. u ( r , z )  =  Q  +  - ^ - ( \ - e  hz). 
h

38. u (  r , z ) ~
5 J , ( h r )

&J o(  hr )  -  h J \ (  hR )
- 1

A e - h z

h 2
+

+ 2 R 5 1
1

Ы ' ( М І  + S 2R 2 ) J q ( Mk )
Q -

A R 1 №

M2k - h 2R 2

мұндағы juk он. шамалар мына ц Г 0( /л )  + SRJ0(ju )  =  0 
транцедент теңдеудің түбірі.

Jr
( и  \

E lLr
U  У



VI тарау. ИНТЕГРАЛДЫҚ ТҮРЛЕНДІРУ ӘДІСТЕРІ

Анықтама. Q - аймақта анықталған f  ( х )  функцияның 
интегралдык, түрлендіруі деп

F ( z ) = ^ K ( z , x ) f ( x ) d x  (6.1)
п

интсгралмен анықталған F ( z )  функциясын айтамыз. Белгілі 
K ( z , x )  функция интегралдық түрлендірудің ядросы деп 
аталады. Интегралды түрлендірулер, негізінен, ядролар мен 
интегралдану аймақтарымен анықталады. Олардың жиі 
қолданылатын жөне қарапайымдары Фурье, Лаплас, Меллин, 
Ханкель т.б. интегралдық түрлендірулері.

1. Фурьенің интегралдык турлендірулері. Берілген 
функция f ( x ) e L ( R )  үшін Фурьенің түрлендіруі:

7 w = ^ = ) / ( ' f ; « - u 4 .  (6.2)

ал кері түрлендіру
1

/ W  = - ; =  I f ( X ) e * ' ^ d X  
V2л

(6.3)

интегралдармен анықталады.
Егер f ( x )  - тақ функциясы болса, онда (6.2)-(6.3) 

түрлендіулерден Фурьснің синус түрлендірулері:

Г2 ^f s ( ^ ) -  у — J /  (£,) sin Ц  , f ( x )  = j f s ( g )  sin Ax dx

Ал егерде f ( x )  - жүп функциясы болса, онда (6.2) - (6.3) 
түрлендірулерден Фурьенің косинус түрлендірулері:

f c ( * )  = J - j f ( 4 ) c ° s A f  d% , f ( x )  = J ^ - j / c ( ^ ) c o s A x
' K n V П І

dx

алынады.
Берілгсн функция f ( x ) e L ( R n) ,  онда Фурьенің еселі 

интегралдық түрлсндірулері
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(6.4)

өрнектермен анықталады. Мұнда х  = ( х х,х 2,...хп), 
Л = (Л1,Л2,...Лп ) жөне (Л ,х )  = Л1х 1 + Л2х 2 +... + Лпх п.

2. Лапластыц интегралдық турлендіруі. Нақты немесс 
комплекс мәнді f (  I)  функциясы мына шарттарды 
қанағаттандырса:

l \ f ( t ) s Q, t<  0;
2°. f ( t )  фуякцияның бірінші тскті үзіліс нүктелерінің 

саны ақырлы, қалған V7 > 0 мәндеріндс үзіліссіз;
3°. Оң М  және s сандары табылып \ f ( t ) \  < М  e sl

теңсіздігі орындалса, онда f ( t )  функциясы түпнусқа дсп 
аталады. Лаплас түрлендіруі

интегралмен анықталады. Функідия Ғ ( р ) кескін, f ( t )  
түпнұсқа деп аталады. Лаплас түрлендіруіне кері турлендіру

00

(6.5)
о

—00
Меллин формуласымен беріледі.

Екі өлшемді Лаплас түрлендіруі
00 00

Ғ(Р\>Рг)= \ \ / ( һ ’һ ) е М  Plildtxdt2, p k = x k +iyk, k  = 1,2
о о

интегралымен, ал оған кері түрлендіру
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a\ +/co 02 +'°° P lh + P 2 '2

f ( t \ , t 2 ) = ------ T  f \ ғ ( Р \ ’Рг)е dpxdp2, a, > s,
An J Ja\ -/oo 02 —i°°

интегралмсн анықталады.
3. Ханкельдің интегралдық турлендіруі. Егер 

J i f ( t ) e L ( 0 ,  oo), онда Ханкельдің түрлендіруі

f v ( X ) = \ f ( t ) t J v(*t)dt,
о

интегралмен, ал кері түрлендіруі

f ( t ) =  \ f * ( X ) X J v(Xt)dX 
о

формуламен анықталады.
4. Меллиннің интегралдық турлендіруі 

интегралдармен

G ( p ) =  j g ( t ) t p ]dt, R e p  = a
о

(6.7)

(6.8)

мына

g ( 0  =
< а+ію

—  \ r pG (p )dp  
2т J

анықталады.
5. Ақырлы интегралдық турлеңдірулер. Түрлі 

кординаталар жүйесіндс Фурье эдісімен шекаралық есептерді 
шешкенде меншік мөн және меншікті функциялар ессбінс 
келеміз. Мсншікті мөндер жиыны санаулы, ал сэйкес 
меншікті функциялар жиыны X  к ( х )  салмағы р (  х )
болытын, ортогоналды толық жүйе құрайды.

Белгілі бір кластағы функцияны осы ортогоналдық жүйе 
Х к( х )  бойынша қатарга жіктесе

f ( x )  = J ^ f kX k( x ) ,  (6.9)
ь=і

онда f к коэффициенттер мына формула
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b
fk  = \ p  f ( x ) X k (x)dx  (6.10)

a
бойынша анықталады. Тендіктер (6.9), (6.10) арқьшы
интегралдық түрлендірулердің негізін қүрайды. (б.Ю)-тендік 
ақырлы интегралдық түрлендіру болса, онда кері түрлендіру 
(6.9) қатармен анықталады. Төмендегі түрлендірулер ақырлы 
интегралдық түрлендірулерге жатады.

1. Ақырлы синус Фурье түрлендіруі:

f [ s) = у  \ f ( x )  s i n ~ x d x , f ( x )  = f (k s) s i n ~ x d x .
‘ 0 1 k=\ l

2. Ақырлы косинус Фурье түрлендіруі: 
к л/  _  Jr /т г  00

f k C> = у  \ f ( x > cos~ T x d x ’ f ( x )  =  Y J f k
1 0 1 k=l

3. Ақырлы Ханкель түрлендіруі:

f l v> =
IU..II n V  1 /

cos-
k n

xdx

Mk

мүнда \x Jy ( Mk 7  ^ х , ИІ - сандар f x j  = 0n \ 1 J
тендеудің түбірлсрі.

4. Ақырлы Лежандр түрлендіруі;
+1 V 00

тағы
-1 n=i

басқалар.
Ақырлы интегралдық түрлендірулерді пайдаланып, 

көптеген шекаралық есептерді шешуге болады.
Фурьенің интегралдық түрлендіру әдістерімен мына 

есептерді шешіңдер:
жарты жазықтық: -  оо < х < оо, / >()■

1. ut = a u xx, u(x,0) = f ( x ) .

2. и, = а 2ихх - һ и ,  u(x,0) = f ( x ).
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3. ut = a 2uxx + F(x, t) ,  u(x, 0) = 0.

4. utt = a 2uxx + F(x, t) ,  u(x,0) = ut ( x , 0 ) .

Ширек жазықтықта: 0 < x < оо, О < t < со;

5. ut - a 2uxx, u(0,t)  = 0, u(x,0) = f ( x ) .

6. ut = a 2uxx, u(0 , t) = fj.(t), u(x, 0) = 0.

7. ut = o 2uxx, ux(x,0) = v(t) ,  u(x,0) = Q

8. ut l = a 2uxx, u(0 ,t)  = 0, u(x,0) = <p(x), и, ( x,0) =  0
9. Жарты жазықтықта Лаплас тендеуі үшін Дирихле есебі:

ихх+ и у у = 0 , -  оо < х < оо, 0  < у  < оо,

и(х,0) = <р(х), и(х, <х>) -» 0 .

10. Нейман есебі (Лаплас тендеуі үшін):
ихх + Uyy = 0, -  со <  х  <  оо, 0 < у  < оо,

иУ х=О = ¥ ( х ) -

Жарты кеңістікте: -  со < х , у  <<х>, t > О

11. ut = a 2(uxx+ u yy) - h u ,  u(x ,y ,0) = f ( x , y ) .

12. и, = а 2 ( " J + F fx , y,t) ,  и (х, .y,Oj = 0 .

Ширек кеңістікте: - о о < х < о о ,  0 < > ’, t < со мына
есептерді шешіңіз.
13 . u t = а 2(ихх+иуу), u(x,0,t) = (p(x,t), u (x ,y ,0 ) = 0.

14. ut = а 2(ихх +uyy)  + F(x ,y , t ) ,  и ( x,0,t) = 0, и(х ,у ,0) = О

15. и, = а 2( ихх + Uyy), иу ( x,0,t)  = у/(x, t),  и (х ,у ,0) = 0 .

16. и, = а 2{ихх + Uyy) + F(x, y,t), U y ( x , 0 , t )  = О, 

u(x,y,0)  = f ( x , y )
П.и,  = а 2(и хх+и}у), 0<x ,y<co ,  0<t<co,
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ux (0 ,y , t )  = (p( у, t), u(  x Д  t)  = y/( x, t),
Лаплас интегралдық түрлендіруін пайдаланып мына 

есептерді шешіндер.
„ ди ' . ди ■ . . ' / л \18. -------s in x —  = s inxs iny ,  0<х ,у < со ,  и( х,0) = cos х .

дх ду
19. ихх -  иу = О, О < х,у < оо, и(х,0) = А, и (0 ,у )  = В

20. ихх -  и + 4  и -  cos х, 0<х ,у<со ,

и(  0, у )  = их ( 0 , у ) ~ 0 .
21. ихх - и у +и + 2 sinх = 0, 0<х,у<со,

и (0 ,у )  = 0, их(0 ,у )  = 1 -  2е~5у.

22. ихх+ и у у =2ех sin у, 0<х, .у<оо,

u (0 ,y )  = 0, ux(0 ,y )  = siny, и( х,0) = 0, иу (х ,о )  = хех .

23. щ -  а 2ихх, 0 < х, t < 0, (их -  hu)x=0 = 0, и(х,0) = / (х ) .

Ханкельдің интегралдық түрлендіруін пайдаланып мына 
ессптерді шешіндер.

24.
д 2и f

= а
д и 1 Эм +
дг2 г дг

, 0  <  г < со, 0  < t,

u(r,0) = f ( r ) ,  0<г<оо ,  и,(г,  0) = 0.

, 0 < r < c o ,  t>Q, u(r,0) = f ( r ) .Эм 2 25. —  = а 
dt

( д2и 1 ди^
+ •

Sr2 г дг

д 1и26.— -  = a 2Au(r,(p,t), 0 < г < оо, /> 0 ,  0<<р<<р0,
аг

г, ср,0) = f ( г,(р), и, ( г, <р,О) = 0, м Ц  = и | ^  -  0.

5м 227, —  = aAu(r,<p,t),  0<r<co, t>  0, 0 < ^ < ^ з 0,
dt
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д и
и( г, <р, о ;  = f ( r ,  (p), w|^=0 = — =  0.

4>=<P 0

2 8 .  Au = 0,  0 < r < o o ,  0  <cp<<p0, 0  < z < oo,

du
dcp

<p = о

du
dcp

= 0, m|z=q = f ( r , z ) .
<P=<Pa

2 9 .  Au = 0,  0  < r < oo, 0  < cp < (Po, 0  < z < oo,

И = M 1(9=0 I<P=<P0
= 0,

Du
-  hu = f ( r ,  (p).

- d z  Л = 0
30.Жарты кеңістік: 0 < r < c o ,  0<(P<2;r,  z > 0  аймақта
жылудың стационарлық таралу есебін шешіндер, егсрде
a) ПІекарада ( z  = 0)  температура f ( r )  белгілі болса;
b) шекарада ( z  = 0)  жылу ағыны q = const, 0 < г < R , ал 
<7 = 0, R < г берілсе;
c) шекарада ( z  = 0) Ньютон зады бойынша температурасы 
и0( г )  ортамен жылу алмасса.

Төмендегі шекаралық есептерді Меллин интегралдық 
түрлендіруін қолданып шешіңцер.
31. Секторлық аймақта: 0 < г <  оо, 0 <ср <ср0 Лаплас
тендеуінің шекаралық ессптерін шешіндер, егерде шекарада
a) Шарттар и(г,0) = 0, и(г,ср0)  = у/(г)  берілсе;
b) шарттар u<p(r,Q) = y/(r), и(г,ср0)  = 0 берілсе;

c) шарттар ( ир -  һ и ) ^  = 0, и^ (г, ср0)  = у/(г) берілсе.

Томендегі шекаралық есептерді ақырлы интегралдық 
түрлендіру одісімен шешіңдер.
{0 <х<1, t>  0}  аймақта мына шекаралық есептерді 
шешіңдер:
32 .  и, = а 2ихх, и(х,0)  = f ( x ) ,  u(0 , t)  = u x(t), u(l , t)  = ц 2(і);

159



33.и, = a 2uxx +F(x, t ) ,  u(x,0) = 0,

ux(0, t )  = v l(t), u(l , t )  = v 2(t);

34 .ut t ~ a u xx, u(x, 0) = q(x),  ut (x,0) = 0, 

ux(0, t )  = til(t), ux(l , t )  = \i2(t);
'У35. utt = a  uxx + F(x,t),  u(x,0) = ut(x,0) = 0, 

ux(0, t)  = \xl (t) ,  ux(l , t)  = [i2(t);
у

36- =  a] ~ ү ,  u, (x$)  = f j x ) ,
dt dx

— Mu . f O , 0  =  n x( t ), — u2 x(l, t)  =  ju2(t )

U\(xQ, t )  = U2( x 0,t),  k]
du.

dx

dUj37. — - = a
dt

l d U f ,  u t(x ,  0 j  = 0,

x = x 0

du ,

dx dt

dx

= <Pi(x),

, / = 1,2.
дг=0

/=0
м / 0 , О  =  Х і Г О ,  u2(l,t) =  x 2(t);

U\(x0,t) =  u2( x 0,t), £ ,
du.

dx
x = x 0

= E 2 ^ 1  
dx

X=XQ

{0 < x  < p, 0 < у  <q, t >0}  аймақта мына шекаралық 
есептерді шешіңцер.

38. и, =  a 2^  +  F ( x , y , t ) ,  u ( x , y , 0 )  =  f ( x , y ) ,  

u x( 0 , y , t )  =  i | / , f  y , t ) , u ( p , y , t )  =  Mf2( y , p ) ,  

u (  x , 0 , t )  =  ц , ( x , t ) ,  ux ( x , q , t )  =  \ i 2 ( x , t ).

39. utt = a 1 Aw, u( x , y,0) = f 0(x,y),  ut ( x ,y,0)  = / ,  ( x ,y),

u(Q,y,t) = 4\(y, t ) ,  u ( p , y , t )  = \\i2(y , t) ,  
u y( x,0,t)  = Xi (X,t), uy (x ,q , t )  = x 2(x,t) .

40. Au = F(x,y),  u (0 ,y )  = (p](y) ,  ux ( p , y )  = <p2(y).



u(x,0) = y/l (x),  uy (x, q-)-=y/2( x ) .

41. Дм = 0, ux( 0 , y )  = (p\(y), u ( p , y )  = (p2(y)}
(uy - h u ) y^ = y / x(x),  u (x ,q )  = V/ 2( x ) .

42- ~ t  = a* Au‘’Uf (x’7,0) = f i (х’у ^,щ (0,y *t) = li2 y 9̂  = 0;
U\(x0,y , t )  = u2( x 0,y,t),

к , ди' du^ du2
dx

X=XQ
dx

x = xq
dy y=о dy

Аймақта {0 < r < R, 0 < (p < cpx, t > o} төмендегі 
шекаралық есептерді шешіңдер:
43. и, = а 2Аи, u(r,<p,0) = f(r,<p), u(R,(p,t) = (S)(<p,t),

u(r,0, t ) - u ( r , ( p x, t )  = 0.

44. u, = Au, u(r,<p,0) = f l(r,<p), u,(r,<p,0) = f 2(r, <p) ,

du
dr r rI —ft T (p-[) T (p=(P\

45. ut = a 2Am + F(r,<p,t), u(r,(p,0) = 0, u(R,<p,t) = 0,

, du du
= Ф (<P,t), —

r=R d(P (p-Q d(P
0.

du
d(p

= M\(r,t),
<p=Q

du
dcp

= ju2(r , t ) .
<p=<p\

46. Au = F(r,<p), u(R,q>) = y/(<p), 0 <<p<(px>,
u(r,0) = 0, u(r,(p\)  = 0.



Ж а у а п т а р ы

1 u(x,t) =

2 u(x,t) =

3 u(x,t)~

4 u(x, t)~

5 u(x,t) =

6 u(x,t) =

7 u(x,t) =

8. u(x,t)~

9. u(x, у ) -

10. u(x,y)  

11 ,u( x,t)~

I m >  c
2 a4nt

( x - 4 f
4 a2t d%.

-hi
/ m )

(X-Zf
4 crt d t -

2a*J~7rt
t 00

f d r  f F ( z ) G ( x - % , t ~  r)d£
0 , ~co

- t x+ a(t-r)

TJ d r  f F f i . r  Щ .
0 x -a ( t-r )

X)

j f ( Z ) [ G ( x - Z , t ) ^ G ( x  +  Z , t ) ] d Z .

2a 2 j ju(r)
8G

dS
d z .

4=o

2a 2 j v ( z ) G ( x , t  - z ) d z  .
о

— \<p(x + at)  + (p(x -  a t ) \ .

7 № > :
У d£.

n (x-02+y2
1 00

= —  \ ¥ ( й ) Щ Х - ^ ) 2 +У 2Щ -
—со 

со 00

е ht \  j f ( ^ 'TJ )G (x -^ ,y - r ] , t )d ^ d j j
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t со oo

12. u ( x , t ) = f d r  f  J F ( ^ , t/ , t ) G (  x -  у  -  tj,t -  t )  d?i .
О  —с о —со

t OO Q

13. u(x,y,t)= Jdr f < p ( f , r ) ~ G ( x - f Iy - n , t - r ) d £ .
0 - 0 0  •

t oo CO

14. u ( x , t )  — Jc/xJ \ F ( ^ , x \ , x ) G ( x ~ ^ , y - r [ , t - x ) d ^ d r \ -
0 0  ~o o

1 00 CO

-  j d x j  j F ( i }, x \ , x ) G ( x - t >, y  +  r \ , t - x )  d^dx]
0 0  -o o

t со

15. u ( x , y , t ) =  j d r  j y / ( % , r ) G ( x - £ , y , t - r ) d % .
0  —oo 

t 00 00

16. u( x , t )  — j d x j  j F (  г), x)G( x - ^ y - r \ , t - x )  <R3dr\ +
О 0  - с о

t 00 00

+ \dx J  j F ( ^ , x \ , x ) G ( x - ^ , y  + x \ , t - x )  dt,dv\ .
0 0  -o o

/  oo

17. u (x , t )=  j d r  j<p(tj, t)[G(x , y - r j , t  -  t)  - G ( x , y  + r/,t -  r)]drj +
о о

+ j d r j  y/(£ t) ~  [G(x -  & y,t  -  t) -  G(x + & .y , / - t)] </£ 
0 0 О.У

18. и -  у  + cos x  + cos y.

19. u ( x , y )  = A + ( B - A ) e r f

20. и = — (cos x -  cos 2x ) .
3

21. и = e~5y s in2x + x c o s x .
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22. и = x e x sin у.
00

23. u (x , t ) =  f f ( t ) l G ( x - Z , t )  + G(x  + t , t ) t e -
o

oo oo

-  \f(£,)2h j G ( x  + ̂  + rj,t)e ~ htl dijdli,.
0 0
oo oo

24. u ( r , t ) -  ^A f (A )cosaA tJ f)( A r ) d A , f ( A )  = ) J 0(Ag)dg.
о о
oO oo

25. w (r,0  = \ e - a42lA f ( A ) J 0( A r ) d X , f ( A ) =  ) J 0(A£

26. u(r,(p,t) = V  \ f k(  A)  cosa / i  ./ f  Яг )dA sin vk<p, v k = — , 
J 1

кк

*=1  v  о

«3Q/̂  °°7*w=— J \т.ч>ш»4№
n  ; 1v o

s invk(p d(p.

(a \

21 .u(r,(p,t) = X  |7 * Г А > -в_А_,ЯУУі(Л г,Ш
* = o  V  о 2

(2k + \ )n

sin vk(p,

2<Po
<Pa( ® \

f k (A )  = —  f \&(4.q>)JvW ) d 4  
<Po J J0 V o

.S'Z/7 dcp

28. u(r,cp,z) =
\

*=oVo

fc;r ~ , „ , 2

2
cosvkcp,

\

v t = — ; h w = —  I  І т е л д а г
о V o

cosvk(p dcp.
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*=1 V о
<Ро( °

— е-■йг
29. u(r,<p,z) = ^  \ f k ( A ) ~ — - X J Vk(Ar)dX  

k=iU  л  + п )
sinvk(p, vk =■kn

<Po

f t W = — \ \ m , < p ) J X 4 №
Vo 0 vo

sinvk(p d(p.

30.

0

(
a) u(r,z)=  j XJ0(X r)e^

Vo
dX;

ту cc> — As
b) u ( r , z )  =  ^ ¥ —  J 0( A r ) J x( AR)dX;lr J /0

00 JT { /? ) 00
c) u ( z , z )  — \ x  f - J 0(Xr)dr ,  u0( X )  = \ щ ( г ) г  J 0( Xr )dr .  

J X + n J

31.

a) u{t, <p) = t~t J ^ ) —
2 70 д—joo Sin p(pQ о

 ̂ я+/«>
b) u(r,(p) ~ — : J u(p,(p)r~pdp, R ep  = a,

2 m  a-i°°

w(p) w(p) ■u(p, (p) =  - fg рфо cos /7<р +  - ------sin

J a+/“
c) u(r,(p) = —  J u(p ,(p)rpdp,

ZtJLl ct—ico
y/(p) sin pep, , y/(p)cosp(p j

u(p,<p) =  -------— ---- :------- « 7  z ■/г cos p(p0 -  p  sin p<pQ hp cos p(pQ -  p sin ptp0
(2к + ])к

38 u(x,y, t)  = Z u hn(t )cosvkxsm(Dmy , v k = — ------- ,
fc,m=0
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=
(2m + 1)7T 

2 q

иkm (0 =—Jpq о
4 ' -a2(v|+co )̂(/-T) РЧ

dT\\F(^ ,r \ ,t ) cosvkB,s\n(omr] dr\ dt,+
00

+ } e a2(vI +" » )(' I12( £ r ) - G)„,At,(£,t )]cosva. £ dE, +
о l /2 о

+ -  J k v i  (П. t) -  (-1)* <P2 (П, T)]sin (DmT)dT] [
Я о J

°° 2 кк 2.W71
39. u(x ,y , t)  = XM^COsinv^xsin comy , v k = - ---- , Й ) ,= -------,

Ауя=1 P Я

«*m( 0  =
4 cos at- jv l  + CO( РЧ

pq ] j Л  (& v ) sinv^ cos а д  ^  +
00

4 s in a t ^ v l  + co2m prqr
—  j j / ,  Г£  v) sin vk% cos 0)mrt d ^  dr] +

pq о 0

 ̂ - — Гуш 117 2 j v•+--- 7 =
аУук +0)m 0

v 2k + a l ( t - r ) '

* J 2V m n , 
cos-----7707

q^ P \ ( q ^ ) - ( - ^ ) k W i ( q ^ )
0

-  -  j k  -  ( - i ; 1” * 2 (■ ^ •c/r.

(2* + l> -
40. ufx, .y; = J ] uhn( t)  sin vkxsin  comy, vk =

k.m=0 ~P
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Oim =
(2m + 1 )к

2 q
РЧ

ukm(0 = \ - Z z \ \ F(£>11) Sin VkZ Sin CO mV <*% dtj ~pq о 0

■ (~ v m — \ v 2 ( Z ) s invk% d£ ^ ^ 2-  +

я
+ —  Гх|/,^л>«ио>иЛ *|-Г-і/- fv2^>w®»rirfri +

9 oJ ? 0

* 2

+ —com jV /^ sw v ^ d g ,
0

(2k +1 )n
41.u(x,y )= Y^ukm(t)cosvkxYm(y), Vk = 

k% о
Қ, 0 ^  = ®m cos ©иу + h sin соmy, о < у <q

1com - меншікті мәндер tgcomq = ----со тендеудщ шсшулері
п

пкт(0 ' v~k +com
1 %

In
( - 1 ) 4 «

оJ 9 | ОЙ * 7 +  \,.7 „г*  1 ¥>2 ОЙП ОЙ*1+
ІІЩ

+ -
р 2 Ү' (п ) р•
j V / ^      JV2 f £^0 .?  V*£ ^

Р 0 Р .
00 -Я2 t

42. u(x,y,t)= £ Л кте һ" X k (x)cos<omy, сот =
к,т=\

ттг
Я
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S in V iX

sin vxx0
X k( x )  = \ .

sin v2x

— > 0 <  X <  X0 , V ]2 = ~ L A 2km - c o 2m ;
k\

s inv 2x0
v- ^ „ ,.2 _  c2Pl i2 „2> x0 < X < p, v2 -  —  Akm -  COm,

M (x,y)-

л Ьп - меншікгі мәндер k xvxc tg vxx 0 = k2v2c tgv2(l  -  xQ)  
шешулері,

2 pq
Аы  =-J[— - 2 \ \ f  (%>V)p (%> V ) X k (^)coscomT]d^ drj , 

Vk I oo
\cxp x, 0 < x < x 0, 0 < y < q ;
\c2p 2, x0 < x < p ,  0 < y < q .

43. u(r,(p,t)= Y j i hx( t ) J Vk(Xnr ) s i n v k<p,vk = — ,A n = ^ ,  
k,n=\ Ф1 P

мұнда p n сандар J Vk( x )  = 0 тендеуінің түбірі,

»h,( t)  = -  Ra2x ' \фк ( r ) e - a2̂ (,-T)dr,

n
Ф k ( t )  = —  \<b((p,t)sinvkq)d<p, 

<P* о
n  R

fkn I. ||2

4 J n

fd<p J f ( r ,  (p)r J n  ( Anr )s in  vk(pdr.
о 0

kn f C44.u(r,(p,t) = I uk„(t)JVk(X„i r)cosvk(p,vk = — ,X =
k=0,n=l ф] К

мұнда p vnk саны J '  ( x )  = 0 тендеуінің түбірі,

4 / 7 ( 0  = f i b  cos aAnkt + - ^ — sin aAnkt +
aA,nk
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+ -
ci2R J n  (ц„ )  \

a k v

2

^sinaXnk(t-x)(t>k(x)dx,
lnk 0 

П
Фк(к) = —  [ф  ((p,t)cosvk(pd(p,

<P\ о
R

fikn

<P\¥

П  R

\cos vk(pd(pI / , (r,<p)r J Vk ( Anr)dr .
0

. / t \T /1 ] ( 2к + \ ) л45. u(г ,(p,t )  — 2 ^ uk J t ) J v (Xl1kr)cosvk(p,vk = — -— — ;
2<P\Xr=0./i=1

мұнда Ahl саны J Vk( x )  = 0 тендеуініңтүбірі 

u j t )  = $ Ғ ь , М  +

2 n R
Fkn( 0  = --------- w  $cos vk(Pd(p\F(R, <p, t ) r  J Vk ( Ah]r )dr ,|2

<P\ J n

И п ( 0  =
2 _  ^Mi(r , t ) - ( - 1 /  vkM2 (r, t)

J,
Jyk ( h nr ) d r

vk
46.

Akr Vk +
.Vk

2v \Fk( p ) p ' - r‘ dp
к 0

u(r,(p) =

A ^  + ̂ - ) F t <P>p'~VkdP ,

s m v k(p, v k =■
к л

<P\
R

R vk 2v к 0
<P\ 4>\

Fk ( r )  = —  \F(r ,(p)s invk(pd(p, y/k = —  \w((p)s invk(pd(p. 
V* о <P\ о
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V II тарау. БІРІНШІ PETTI ДЕРБЕС т у ы н д ы л ы  
ДИФФЕРЕНЦИАЛДЫҚ ТЕҢДЕУЛЕР

§ 1. Жалпы тусіпіктер

І-анықтама. Бірінші ретті сызықтық, біртекті дербес 
туындылы дифференциалдық теңцеу деп

X,
dz dz dz---- + Х 7 ----- + ... + Х„ —
ЭХ] дх2 дхп

= 0 (7.1)

өрнскті айтамыз, мұндағы X } -  X j ( х х,х 2,■ ■ ■,хп ), j  = 1,2,..., и 
белгілі QeR" аймақта анықталған функциялар.

Ал = = = (7.2)
х„

қысқаша
dx
—  = Х ( х ) ,  х = (х^, х2, —, хп ), X  = ( Х 1, Х 2, . . . ,Х„ )  (7.2') 
at

қарапайым диффсренциалдық тендеулср жүйссі - жоғарыдағы
(7.1) -дербес туындылы дифференциалдық тендеудің 
сипаттаушы теңцеулер жүйесі, оның фазалық сызықтары — 
сипаттамалары дсп аталады.

Теорема, z  = z(xl ,х2,..., хп) функциясы (7.2) теңдеулер
жүйесінің бірінші интегралы болғанда ғана (7.1) дербес 
туындылы дифференциалдық тендеудің шешімі болады.

Коши ессбі (7.1)-тендеуге былай қойылады: (7.1) тендедің 
z(x) \г = (р{х) шарты қанағаттандырагын z = z(x) шешімін
табу керек, мүндағы Г-аймақ Q-дағы жатық гипербет, ал <р(х) 
сол Г гипербетте берілген жатык функция. Әдетте Г 
гипербетті бастапқы гипербет, ал <р(х) - бастанқы функция деп 
аталады. хеГ нүкте сипаттамаушы деп айтамыз, егер сол 
нүктеден өтетін сипаттаушы басқа гипербстпен жанаспаса 
(трансверсалды емес).

Теорема. хеГ -  сипаттамаушы нүкте болсын. Ол кезде
(7.1) -тсңдеу үшін Коши есебінің жалғыз шешімі болатын х 

. нүктенің төңірегі болады.
Егер Q аймақта (7.2) сипаттаушы теңцеулер жүйесінің п-1 

төуелсіз бірінші интегралдары
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n - l (7.3)u / (xl, x 2, . . . ,xn) = cj ' ./ = 1, 2, 
болса, онда (7.1) теңдеудің барлық шешімдерін

2 = Ф( м, , м2, . (7.4)
формуламен анықтауға болады, мұндағы Ф — кез-келген 
дифференциалданатын функция.

2-сшықтама. Бірінші ретті сызықтық, біртексіз дербес 
туындылы дифференциалдық тендеу деп

I X
dz

(7.5)

өрнегін айтамыз, мұндағы X j = Х } ( х 1, х 2,...,хп ),

( j  — 1, 2,..., п + і.), QgR" аймақтағы белгілі функциялар.
Бұл (7.5)-біртексіз тендеуге де жоғарыдагы (7.1)-тсңдеуге 

қойылган Коши есебі секілді қойылады.

Кейбір есептердің шешімдері және мысалдар

Теорема. Бастапқы Г бегтегі сипаттамаушы х0 нүктенің 
өте аз төңірегінде (7.5)-тендеуге қойылған Коши есебінің 
жалғыз шсшімі болады. Ол шешім

гО ?0 ,0 ) = <?(*)+ {X n+l(g(x,T)]dr (7.6)
о

өрнекпен анықталады, мұндағы g(x,t) (бастапқы беттегі 
g(x,0)=х бастапқы шартпен) сипаттаушы теңцеуінің t момент 
кезіндегі шешімі.

Ескерту. Бұл кслтірілген талдаулардан дсрбсс туындылы 
теңцеулерді интегралдау қарапайым дифференциалдық 
тендеуді иптегралдау мәселесін табиғи толықтыратып жөне 
ауқымды амал екенін көреміз.

2 2
1-мысал. Мына: a) W= _ -  + Z r . б) u = xyz\ в) и = —е ^ у

у '  z~ х
функциялары х>0, у>(), £>0 аймақта

ди ди дих —  + у - г  + 2 = 0
дх ду dz

(7-7)
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теңцеудің шешімдері болады ма?
Шешуі:

2х2 2у  ди _ 2у 1
dz z 3

ди 2х ди
а ) - Г “  =  _ Т ’ ^дх у  ду 3 ' + ' 2

У 2
(7.7) тендеу

қанағаттанады.
ди ди ди

б) —  = yz, —  = xz, —  = ху
дх ду dz

(7.7): и -  3xvz, бұл

3xyz Ф xyz ,сондықтан и -  xyz функция (7.7)-тендеудің 
шешімі болмайды. 

ди
в )

дх f 4 + - еху!у2,
ди f \ 2 z 2

1 * ху) ду KX y z y
,*У<һ 1

ди 1 ху/у2 у  к/у7-—  = — е ■ => (7.7) қанағаттанады, яғни и ~ - ^ е  ' у
dz у  х

функция (7.7)-тендеудің шешімі.
dz dz .

2-мысал. у------х —  = 0
dx ду

тендеуін шешейік.

Бұл тендеу үшін қарапайым сипаттаушы тендеу

(7.8) 

dx dy

У - х
2 . 2немесе xdx + ydy = 0 аламыз, оны интегралдап, х  + у  - С  

интегралын анықтаймыз. Демек жалпы шещімі 
z  = ф (х2 + у 2) болады, бұл Oz өсті айналу беттер жиыны.

dz dz
3-мысал. х ----------= О

дх ду
тендеуді жэне z | t=1 = ку шартты (х=1 болғанда z = ку түзуге
айналатын бет қимасы) қанағаттандыратын бетті анықтау 
ксрек.

dx dy 
Шешуі: —  = -—

х у
z = Ф(ху)  => Z  І^, =  Ф (у )

ху = С , демек жалпы шешімі

172



„  ди ди ди п
4-мысал. Мына х —  + у ---- Vz—  = 0 теңдеудщ жалпы

дх ду dz
шешімін табу керек.

. dx dy dz х  у
Шешуі: —  = -— = —  => — = С), — -  С 2, сондықтан

X у  z z z
x  у

жалпы щешімі и ~  Ф(—,—) бул нол дэрежелі біртектіліктегі
z z

біртекті үщ аргументті функциялар жиыны.
,  . ди ди ,5-мысал. Мына біртекті емес х ---- 1- у —  = 1 тендеудщ

дх ду
и{х,у)\ у=і = х  шартты қанағаттандыратын шешімін табу 
керек.

dx dy
Шешуі: Сипаттаушы теңдеулері —  = х, ■—  = у  ; бүл

dt dt

тендеулердің шешімдері: х = С1е', у - С 2е ' . Ол

шсшімдерден х = g\(t ,x,y) ,  у  = g 2(t ,x ,y)  шешімдерін
олардың I = 0 болғандағы мәндері бастапқы бетте, яғни у=1 
түзуде жататындай таңдаймыз. Мүндай шешім

g ,= e 'x ,  g 2 =e'
болады. Жоғарыдағы (7.6)-формула бойынша бслгісіз шешім 
и(е'х,е‘) = x + t өрнекті қанағаттаі ідырады. Енді е' = у  деп 
жалпы шешімге қойсақ, онда и(ху,у)  = х + \п у  немесе

Xи(х, _у) = — ьіп у  есептің шешімі болады.
У

s  л т  ди ди 2  26-мысал. Мына Коши есебін: у ------ х — - у  - х  ,
дх ду

и(®> У) = —ү  шешейік.
У
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Шсшуі:

шешімдері:

„ dx dy
Сипаттаушы тендеулері —  = у, —- = - х  =>

dt dt

х  = С, sin / + C2 cost, у  = C, cost — C2 s in / ,

мұндағы Cj -  const, j  = 1,2. Бүл тендеулерден
сипаттаушылар t=0 болғанда x = 0, y(0) = у  түзуде 
жататындай таңцаймыз; ол функцияларды g ] (t, х , у  ) , 
g 2{t,x,y)  деп белгілейік. Ал х(0) = 0, у(0) = у  шарттардан 
Q = у, С2= 0 анықтап: g x( t , x , y )  = y s i n t , g 2( t , x , y )  = y c o s t .
Жоғарьщағы (7.6) формула бойынша, белгісіз u(x,y,t) — Коши 
есебінің шешімі

j t
и (y s in t , y c o s t )  = —  + fу 2 (cos2 т -  sin 2 т)d r  =

У о

= —  + \ у 2 cos 2 id г болады.
У о

Біртексіз = X n+i (7-9)
j =1 ()x j

тендеу үшін Коши есебі: (7.5)-тсндеудің хп = х° болғанда 

z -  z0 ( X,, х2,. • ■, x;j_j ) бастапқы шартты қанағаттандыратын 
z = z ( x )  - шешімін табу ксрек.

Мысалдар: 1) ур  -  xq = 0 теддеудің у=0 болғанда
z = f ( x ) болатын z = z(x,p) белгісіз шешімді табу керек

<9z 5z(мұнда және төменде р -  — , q — —
дх ду

ттг . dx dy 2 2 ^Шешуі: —  = ----- => х + у  = С , жалпы шешім
у  X

2 = ф (х2 + у 2).
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Егер х ~ у  ~ х 2 + у 2, онда z = Ш  сондықтан

z = f { j x 2 + у 7 ) - есептің шешімі. Бұл ессптің геометриялық
мағынасы: егер меридиан тендеуі берілсе, онда айналу бет 
бірмәнді анықталады.

2) xzp + yzq + xy = 0 теңдеудің ху = a 2, z = h
сызықтан өтетін бет теңдеуі болатын шешімді табу керек. 

Шешуі: Қарапайым теңдеулер жүйесі:
dx dy dz dx dy dy dz
- ----- — = -----  => —  = —  => Cxx - y ;  —  = ------

xz yz  ~ xz xz yz y z  -  xz

=> jx/x + zdz = 0 <=> Cxxdx + zc/z = 0 , => xy + z 2 = C2. 
Есептің шарттарын қолдансақ a 2 + h2 = C7, демек ecen 

шешімі xy + z 2 = a 2 + h 2.

1. Мына xyp + y 2p  = x теңцеуді қанағаттандыратын жөне 

x - a ,  2ayz = cr+2  қисықтан өтетін бетті табу керек.

2. х - а ,  у 1 + z 2 -  а2 қисықтан өтетін

(х2 + y 2)p + 2xyq = xz тендеуді қанағаттандыратын бстгі 
табу керск.

3. х = 1, z = у 2 - қисықтан өтетін z p - z q ~ y - x  теңцеуді 
қанағаттандыратын бетті табу керек.

х +  y  + z =  О
4. 7 г ■> -> Г шеңберден өтетін,

х ' + у 2 + z “ - а ' J

2xzp + 2yzq -  z 2 - х 2 - ^ 2 тедцеуді қанағаттандыратын 
бетті табу керек.

5. Мына z(x + z)p  -  y(y + z)q = 0 теңцеуді

қанағаггандыратын, x = 1 болғанда z = -Jy шамаға
айналатын шешімді табу керек.
Мына тендеулердің жалпы шешімдерін табу керек:
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6. cosy • p  + co sx ■ q — cosxcosy  .
7. xzp + yzq = x .

8. xp + ( y - ^ R 1 2 - z 2)q = 0 .

9. y iq - x y 2p  -  ax z .
10. y 2p  + xyq = x z .
11. xz p  + yz  q -  x у  .

12. x y —  - y  —  + x(l + x 2)= 0 .
d x d y

. .  dz dz
13. x ----1- y —  = xy + z.

dx dy
. .  dz dz .  г  2 V14. x -----ү у —  = 2xyya  - z  .

dx dy

15. (x2 + y 2) ~ - = y 2 + z 2.

16. (y + x ) ^ -  + ( y - x ) ^ -  = z .
ox dy

dz dz л 2
17. x — + v —  —z —x —y .

dx dy
1 о i i  du du du _18. Мыңа x -----t-v-----v z —  = 0

dx dy dz
a) u(l ,y ,z )  = y 2 + z 2;

тендеудің:

2b) u(x ,y ,z )  \ = —
■’ X

шарттарды қанағаттандыратын шешімдерін аңықтаңыз.



§ 2. Коши есебі

Берілген дербес туындылы сызықтық І-реггі 
дифференциалдық (7.1) тендеуді х„ =х° мөніндегі, яғни 
z = v(xl , x 2,...,x„_l ) болатын шешімін табу керек.

, d z d z  .
1- мысал. у ------ х — -  0 теңцеуді у=0 нүктедеп

дх ду
Z — f i x )  болатын шешімін табу керек.

Шешуі: берілген тендеуге эквивалент —  = ——
У - х

қарапайым тендеудің жалпы шешімі х + у  = С , яғни 

z = (р[х2 + у 1 )̂ өрнектен у=0 болғанда 2 =  <р(х2 ) болатын 

+ у 2 j шешімін табамыз.

2- мысал. Мына х у - а 2, z  - һ  сызықган өтетін және

d z d z  . .
x z —  + y z —- + ху  = 0 теңдеуді қанағаттандыратын бетп

dx dy
анықгаңыз.

Шешуі: берілген дербес туындылы тендеуге сәйкес
кдрапайым дифференциалдық тендеулер жүйесін құрамыз:
dx dy dz у  2
—  = —  = ----- , ал бұдан С, = —, С2 = ху  + z .
xz yz XZ X

Енді шарттарды пайдалансақ С2 = а 2 +Һ2, демек
xy + z 2 = a 2 + һ 2 есептің шешімі болады.

Мына Коши есептерін шешіңіз:

19. Мына х = a, 2ayz = a 2 +2 сызықтан ететін және

dz 2 dzху ----- у  —  = х тендеуді қанағаттандыратын беттің
дх dy

тендеуін анықтаңыз.
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сы зы ктан өтетш ж әне20. х  =  1, z - y 1

dz dz . _z ----- z —  = y  — x  тендеуді қанағаттандыратын беттщ
дх ду

тендеуін анықтаңыз.

21. х - а ,  у 2 + z 2 = а 2 сызықган өтетін жөне

/ 2 o\dz - dzх + у” I-----1- 2xy—  = xz тендеуді
V Jdx dy
қанағаттандыратын беттің тендеуін анықтаңыз.

22. Мына шеңбер арқылы

х + у  + z = 0, х 2 + у 2 + z 2 = а 2 өтетін және

(JZ  _  и  A  2 2 22xz —  + 2yz— - z  - x  - y  тендеуді 
дх By

қанағаттандыратын беттің тендеуін табыңыз.

23. z = һ, х 2 + у 2 —а 1 шеңбер арқылы өтетін және

х(х2 + 4.9-2
дх

dz dz
X-----һ у ------z

дх ду
= 0 теңдеуді

қанағаттандыратын беттің тендеуін анықтаңыз. 
„ , du du du24. —  + —  + —  = xyz, u(0,y,z) = y - x  .

dx dy dz
du du .  / ч 225. x -----н у—  = 2xy , w(x,x) = x .
dx dy

5m du26. xu-— + y u —-  + xy = 0, м(х,_y) Itv=1 = 1.
dx dy

x .27. (x -  2e^ )—  -  —  = 0 , m(x,0)
dx dy

du du .d u  .  4 4 4
2 8 .  -----1----- + 2 —  = 0 , m ( z ,1 ,z ) =  x z .

dx dy dz
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Su 2 ди _ . .. 229. х у —  + х  —  = 0, и(х,0) = х  .
8х Оу

$ 3. Бірінші ретті сызьщгык, теңдеулер жуйесі.

Сызықтық 1-ретті тендеулер жүйесі кез келген х’, х \  ... , 
х" координата жүйесінде

А ( х \ х 2......х " )= 0 , / 2(x1)x 2,...,x " ) =  0 ,...,/i (x1,x 2,...,x")=  0(7.10)
тендеулерімен берілсін. Бұл тендеулердің барлық

df ' (/ = 1,2,..., s) дифференциалдық формалары озара
сызықтық төуелсіз және

(ft>fj)= h j  = l,2,...,s (7.11)
болсын; мұндай геңдеулер жүйесін, өдетте, тұйық деп атайды 
(В.И. Смирнов. Курс высшей математики. Т IV, С. 362-377).

Егер операторлар арқылы құрылған Пуассон жақшасы 
нөлге тең болса, яғни

{xitXj )  = 0, / ,7 = 1,2,..., 5 (7.12)

онда лсүйепі Якобилық деп атайды.
Немесе, егер

{x ,.x j ) . a (ij>x i(z)+ a^ > x 2(z)+ ...+ a!;’>x M  ( 7 .1 3 )

i , j  = 1,2,..., m
ондай жүйені тұйық деп атайды.

Сондықтан берілген тендеулер жұйесінің алдымен түйық 
немесе түйық еместігін тексеру лазым; ал жүйе тұйық 
болмаса, оны тұйьіқ жүйеге келтіру мәселесімен де шүғылдану 
керек.

Біз төмендегі есептерде ыңғайлы болуы үшін —  =РІ деп
дх,

белгілеу енгіздік.
Егер тендеулер жүйесі

/  = / ( х і , х2,..., х„; Р,, Р2,..., Р„ ),

Ғ = Ғ(х1,х2,...,хп;Р],Р2,...,Рп) 
біртекті түрінде берілсе, онда Пуассон жақіласы
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І Г . ғ ] -
k=1

м _ м _
дхк дРк дРк дхк

болады.
Егер бұл жақшалар нөлге тең болса, онда тендеулер 

жүйесі тұйық (тола), оның шешімі бар (жүйе Якобилық). 
1-мысал.

Р, + ххх 2РА =0,

Р2 +х2х3РА =0,

2Р3 + (х,2 + х22 )Р4 = 0
тендеулер жүйесін қарастырайық.

Шешуі: алдымен жүйенің түйықгығын тексерейік. Ол 
үшін Пуассон жақшаларын құрастырамыз:

(X j,Х 2) = 1 • 0 + х,х3 • 0 -  (і • 0 + х2х3 • О) = 0 

(Х, , Х 3) = 1 ■х] -РА+ х,х3 • 0 -

(Х 2,Х 3)=  1-х2 ■ РА + х 2х3 -О-

с 2 . 2  л
V X |.P4 + f L ± ^ . 0
V 2 У

f  2 . 2 Л1-х2-Р4+- 1 ■ 0
= 0,

V
- 0 .

У
демек тендеулер жүйесі тұйық, яғни Якобилық.

Енді 1-тендеуді Рх + х,х3Р4 = 0 интегралдайық, яғни 
бұтан сәйкес

dxx _ dx2 _ dxз _ dxA 
1 0 .0 x,x3

кдрапайым тендеулер жүйесін қүрамыз; бұл соңғы жүйені 
шешіп

х-і — Сп X, — С\
dx}
Т ~

dxA
-----  тендеуден
х,х3

dxA- x xx2dxx =0 => 

олай болса, тендеу шешімі
• х3 = С4
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Х2 С 2 ,

х з — c 3,

X4 x, ■ x3 -  C4.

Бұл жерде біз айнымалылар үшін х ,, х2, х3, у 4 шамаларды 
аламыз, себебі

х і {уа) = х гЪ> х А уа) = ~ ^ х \ +
1 „2 , х,2 + х 2 немесе
2 1 2

Онда жаңа айнымалылар үшін жаңа теңцеулер жүйесі
YXz )=<h =о,
F2(z)= ^ , + x2x3qA = 0,

Гз(*) = 4 з + у 9 4 -

Екінші тендеуді, яғни q2 + x2x3q4 = 0 өрнекті 
интегралдап

dx2 _ dx3 _  dy4 
1 0 х2х3

оньщ х3 = С3; у 4 — У2  х 2 ' хз = С4 интегралдарын 

анықтаймыз. Бүл орнектерден x3t4 = _у4 -  х2 • х3.

Енді тағы да айнымалылар үшін xl, x 2,x3,tA шамаларды

аламыз, себебі 1 2 Л 
У4 - ~ Х2Х3 

^ У
-х2 + —х2 = 0 ; 

2 2 2 2

сонымен жаңа жүйе г, = 0 , г2 = 0, г3 = 0 болады. Бүл

жүйені z = t4 қанағаттандырады. Бұдан кейін бүрынғы (ескі) 
айнымалыларға өтсек, яғни

1 2 , 21 ,  X, + Х 2
Z = t4 = у 4 - - Х2Х3 = х4 ------ ^ Х 3.

Сонымен теңдеулер жүйесінің шешімдерінің біреуі үшін
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ал ж алпы  ш е ш ш і

z = x„
ХГ +  Х-,

X3 >

Z-CO Х4 -
х г  +  х ;

Мына тендеулер жүйесін интегралдаңцар

30 pi ~ Х2Р2 + ХЛ ~  ХА  = О,
| х 3Р, +  х 4Р2 -- Х[Р3 -  х 2Р4 =  0.

fxjP] +  х 2 Р2 -  х 3Р3 -  х 4 Р4 =  0,

| х 3Р, +  х 4Р2 +  х ,Р 3 -  х 3Р4 =  0. 

f Р, +  ( х 2 +  х 4 -  3 x j )Р3 +  ( х 3 +  х ,х 2 +  Х]Х4 )Р4 =  О, 

|Р 2 +  (х 3х 4 - х 2 )рз +  (х ,х 3х 4 +  х 2 - х ,х 2 )Р4 =  0. 

| Р 1 + Р2 - Р 3 = 0 ,

[ x 3Pj +  х 3Р2 +  х ,Р 3 =  0.

Р, +  х ,х 3Р4 =  О, 

Р2 +  х 2х 3Р4 =  О,

2 / 3  +  Х̂] +  х 2 | р 4 — 0 .

Егер тендеулер жүйесі біртексіз, яғни оң жағы нөлге тең 
болмаған жүйе, мәселен, /  = f { x x, x 2,...,xn,z ,P l,P2,...,Pn)

және Ғ  = p (x l,x 2,...,xn,z ,P ],P2v..,P„) болса, онда Пуассон 
жакдіасы

А-1
өрнектелуі керек.

Ал тендеулер жүйесі тұйық болуы үшін кез келген Якоби 
жаісдіасы

d f
дхь

дҒ дҒ
+ Рк —

dz;

дҒ (

dPLк Vдхк dz

Ү

/
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[ x „ X J] = A , X t( z ) + A 2X 2( z ) + . . .+ (2)=  0, j  =  1.2.....

болуы керек, сонда тендеулер жүйесі шешіледі.
2-мысал.

І Қ - P ^ z ,
[Р2 -  Ръ -  Х 3 = Z  

жүйені интегралдау керек.
Шешуі: алдымен жүйенің түйықтығын тексерейік, ол 

үшін:
[ / ,Ғ ]  = і ( - і ’ ) - і ( - 1 - Р 3) - і ( - Р 2)+ і( -Р 3) = -Р 1+ Р 2 +1 = 1 + х3

демек жүйенің бұл түрінің шешімі жоқ.
Енді бұл жүйені жаңа V(xx,x2,x3,z )  = 0 функция түрінде 

іздейміз, онда берілген тендеулер жүйесін
dz _ д У/дхк дУ _ <Ж _

дхк dV/dz  ’ дхк ’ dz ^

жүйемен алмастырамыз, мұндағы Рк — — . Олай болса жаңа

жүие
f  = Ч\ ~Чъ + г9 = 0,

F  = q2 - q 3 +(z + х3)q = 0.
Бұл жүйе үшін Пуассон жақшасы 

[ / ,  F] = 1 • 0 -1  • q + zq -1  • 0 +1 • 0 -  (z + x3 )q -  - q (  1 + x3), 
ал qxO болғандықган 1+х3=0, демек жүйе шешілмейді.

35. Мына жүйені тексеріп, шешілетін болса 
интегралдаңыз:

\2 ! \  = (* 3+ г Х ^ - Й
{2P2 = f e - z X P ,+ l )

Мына екі есептің шешімдер ішінен Х]=х2=х3=0 болғанда 
z=x4 болатын шешімін таңдаңыз:
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37 \ қ + р 2- р 3- р 4 =-о,
[PjX, + P2x2 + P3x3 + P4x4 = 0. ’

38. PjX, +/*зХ2 = z, P2 + P3z + z = x ,;

39. ^  -  P2 + 2x2P3 = 0, x,x2̂  - x \ P 2 -  P3 -  0.

.<*' 4, Дербес туыидылы сызықсыз І-ретті 
дифференциалдьщ тендеу үшін Коши есебі

Берілген
F (x ,y , z ,p ,q )  = 0 (7.14)

сызықсыз тендеудің

х0 = х0 (s), у 0 = у 0 (s), z0 = z0 (s) (7.15)

нүктеден өтетін z = ~(х,у) интегралдық бетті табу, яғни (7.14) 
- сызықгық теңдеуі үшін Коши есебін шешу мәселесі

x = x(t,s), у  = y{t,s), z = z(t,s)  (7.16)
бір параметрлік (s-параметр) характеристикалық қисықтар 
жиынынан анықгауға келтіріледі.

Есепті шешу үшін алдымен бірнеше параметрлерге 
төуелді характеристикалар жиынын анықтап, олардан (7.15) 
сызықтық нүктелерінен өтетін және қосымша шарттарды 
қанағаттаіщыратын бір параметрлік (7.16)-тәріздес жиынды 
анықтайды. Міне осы кңсықгарда жататын нүктелер жиыны 
анықтауға тиісті бет болады.

Мысал. Мына х ,= 0 , z = (l + x2)2 сызықтан өтетін

және P 2- P 2 =2z  теңцеуді қанағаттандыратын беттің 
тендеуін анықгайық.

36. Pi - P 2 = z, P2 -  P3 -  x 3 =  z  ;
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Ш ешуі. Р2 = a ,P j  деп алсақ берілген теңдеуді

7,2 -  сі\Рх = 2z түрінде жазамыз; бұдан Р] = ±
2 z1 - a t

; олаи

болса Р2 -  ±ал.
2z

V1 -  «Г

Демек dz = Р, dxx + P2dx2 =
2z 

'1 - a t
\d x x + а, <ix2)

Vz \  1 -  a,2
-(<&! + a,flfx2): 1 Vz

V2 1/2 V l -
-(xj + ajX2)+ a2

a ,

л/Zz = «3 + — (xl + a 1x2)< (7.17)
V i- a f

Бұдан erep x, = 0 болса, онда z0 = (l + x2 )2; олай болса

V2 (l + x2) — +
a,x2

a2 = а/2(і + х 2) -------
a,x ,

l - < 2  •

Бүл a2 шаманы (7.17) өрнекке қойсақ

V z  =  1 +  X7 +  X, - 7L
V2

шешімін аламыз.

Мына сызықсыз теңдеулер үшін берілген есептерді 
шешіңіз:

40. Мына Рх х, + Р2 х, + z = 0 тендеудің толық 
интегралын табыңыз.

41. Мына х ,= 0 , 2 z  = x2 параболадан өтетін және

мына 2z = 2РІх] + 2Р2х2 -  Р2 тендеуді
қанағаттандыратын беттің теңдеуін анықгаңыз.

42. Мына z = Рх х, + Р2 х 2 + Рх тендеуді интегралдаңыз.
43. Рх Р1 = X, + х 2 тендеуді интегралдаңыз.
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44. P 2 + Р 2 = z 2 тендеуді интегралдаңыз.

Мына Коши есептерін шешіңіз: 
ди ди ди

45. —  + —- + —  = xyz, u(Q,y,z) = y - x .  
ax ду oz

46. х —  + у —  = 2 х у , и{х,х) = х 2 ,
дх ду

ЛГ1 ди ди а / м 147. хи —  + уи —  + ху = 0, и(х,у)\  , = 1
дх ду

/ „ у\ди ди . .
48. \ х - 2 е у )---------- = 0 , и(х,0) = х .

V ’ дх ду
лп ди ди ,  ди49. —  + —  + 2—  = 0, u(z,\,z) = xz.  

дх ду dz

50. х у —  4-х2 —  = 0, м(х,0) = х 2.
дх ду

Жауаптары

1. 2 x y z - x 2 = 2.
~ 7 2 22. Z  — X —у  .

3. z 1 = 2 х у -2 { х  + у - \ ) + { х  + у - \ У

4. (х2 + у 2 + z 2)2 =2сг{х2 + у 2 +ху).

5. z  = х 2у , z 2 =ху .
6. Z  = sill }> + F(sin х -  sin у ) .

7 (7. 2’ = 2 х + Ғ  2- .
\ Z )

8. tJR2 -  z 2 = у  + xF(z).
9. 3 y 2 \nz  + ax = y 2F(xy).
10. z ~ y p \ x 2 - y 2).
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11. 4 z5 =5x 2y 2 + F
\ x j

12. xyz = - x 4 - 2 x 2 + F(x,y)

13. z ~ x y  + xF
f V^

14. z - a sm

\ x )  

xy + F
\ z j  j

15. z[y -xF(y )]=  у 2ғ{у )+ ху
16. z = rF(lnr + (p).

17. z + x 1 - y 2 = xF

18.

r A
УХ;

a) i(x,y,z)=
z + y

X 2
2 , ..2

( \  Z ~ + y
b) u{x,y,z)  = -----—

19. 2x y z - x 2 = 2.

20. z 2 = 2 x y - 2 ( x  + y - l ) + ( x  + y - l f  .

21. z 2 = x2 - y 2 .

22. (x2+ y 2 + z 2)2 =2a2(x2 + y 2 +xy).

23. (x2 + y 2\ a 2z 2 - h 2y 2)=crhx2z .

24. u(x,y ,z )  = у  -  z + ~  + ~ ( y  + z -  2 x ) + { y -  x)(z -  x)—

25. u(x,y) = xy + f V |
\ . x )

26. u(x,y) = - j 2 - x y ,  xy <2
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27. u(x,y) = xey - e 2y +1.
28. w(x,>\z) = (l + x - y ^ 2 - 2 y - z ) .

29. u{x,y) = x 1 -  y 2 -  ln^ 1 - У

\

30. z = 6)(x4x1 - x 2x3,x 2x2 + x3x4).
31. z =  C .
32. Нұсқау: Пуассон жақшасы үшінші Р3 + х,Р 4 = 0 тендеуді

береді, нәтижеде толық үщ тендеу жүйесі шешіледі:

(  х\и -  соI х4 - х , х 3 —

33. Жоғарыдағы 3.3. секілді шешіледі.
34. z = *y(2x4-х,2х3-х2хД
35. 6y[eTl(z-x3),eri(z-x3)]=0.
36. Шешімі жоқ.

37. 2  =
^ Х 2 - Х ,  Х2 - Х , у

38. z = \ + ср[ххе~Хг).
39. z - C .
40. x,x2z = a,x, + а2х,.
41. 2z = х, +х2.
42. Толық интеграл: z = ox, + bx2 + a3.
43. Толық интеграл: 3z = 3a(x, - x2)+2{cr + x, + x2 )+c.
44. Толық интеграл: ax, + bx2 + In zx-Ja2 + b2 =1.

4 2 2

45. u (x ,y ,z )  -  у  -  z + ~ + — (y  z -  2x)+  {y  -  x \ z  -  x ) ^ - .

46. u (x ,y )= x y  + f l^j.



47. u(x,y) = y j l - х у ,  xy < 2.

48. u(x,y)= xey - e 2y +1.
49. u{x ,y,z)  = { i - \ - x - y ^ 2 - 2 y - z ) .

50. u(x,y) = x 2 - y 2 - l n ^ J l - ^ ү
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